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PRESENTACION

Estimada y estimado estudiante:

Me es grato darte la bienvenida al nuevo semestre que estds por iniciar. En la Direccién General
del Colegio de Bachilleres de Quintana Roo, somos conscientes de las circunstancias que te
rodean y que han afectado al mundo desde hace mas de afio y medio; por ello, el cuadernillo
que ahora posees, es producto de un esfuerzo y trabajo conjuntos entre los docentes y los
responsables de las areas académicas de nuestras oficinas centrales.

Si bien es cierto la pandemia continda, ello no representa un impedimento para no
cumplir con nuestra labor educativa, razén esencial de nuestra gran instituciéon. Por ello, hoy
mas que nunca, la labor académica es vital para alcanzar nuestro principal objetivo: tu
formacion escolar que contribuya a consolidar tu proyecto de vida.

El contenido de este Material diddctico del estudiante, te permitira continuar con tu proceso
de ensefianza-aprendizaje desde casa. Por supuesto, estards respaldado por la asesoria y
seguimiento de cada uno de tus docentes y autoridades educativas.

Cada una de las personas que laboramos en el Colegio de Bachilleres del Estado de
Quintana Roo ponemos lo mejor de nosotros para seguir caminando juntos, aun en la
pandemia, generando resiliencia y fortaleciendo las competencias académicas y
socioemocionales que nos permitan salir adelante.

Te invito a no bajar la guardia en lo académico y en el cuidado de tu salud. Trabaja
intensamente, con compromiso y con responsabilidad; sé responsable y perseverante, ello te

llevaré al éxito y a cumplir tus metas. Te deseo lo mejor para este semestre que inicia.

Dr. Rafael Ignacio Romero Mayo
Director General
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INTRODUCCION

Nuestro compromiso es continuar generando estrategias que te permitan fortalecer los
aprendizajes de las diversas asignaturas, por esta razén ponemos a tu disposicién este
documento, el cual se construyé con la participacion de maestras y maestros del 4rea de
matemadticas de todo el estado, quienes con mucha dedicacion y esfuerzo disefiaron actividades
tomando en consideracién los aprendizajes esperados y las competencias de los programas de
estudio y que estamos seguros te permitiran continuar con tu formacién académica.

Es importante mencionar que, este cuadernillo contiene una serie de actividades que te
permitiran alcanzar los aprendizajes esperados de la asignatura de Célculo Integral, cuyo
proposito principal es permitirte entender diversos fenémenos de tu entorno analizdndolo
tanto de forma cuantitativa como cualitativa, ademés de propiciar el desarrollo de las
capacidades de abstraccion y razonamiento mediante la aplicacién de la integral.

Esta asignatura se compone de 4 bloques, iniciaremos relacionando los conceptos de derivada
e integracion. Posteriormente, en el Bloque 2 y 3 comprenderés los teoremas esenciales de
integracion y finalmente las aplicaciones de la integral en el bloque 4. Cada actividad contiene
una lectura previa que te permitirda comprender los contenidos principales, posteriormente
encontraras las instrucciones precisas para desarrollarla y la descripcién del instrumento con
la que sera evaluada. Se hace énfasis en que practiques el proceso de autoevaluacién, de tal
manera que puedas reflexionar sobre las dificultades a las que te enfrentaste y los aprendizajes
que lograste al final de cada bloque, no olvides tomar nota en tu libreta de todo aquello que
observaste en tu proceso de aprendizaje para que posteriormente puedas comentar con tu
maestra o maestro.

También, considera dos herramientas basicas para el desarrollo de las actividades como lo son:
tener a la mano un juego de geometria o cualquier objeto que te permita realizar trazos en tu
libreta, asi como recuperar la calculadora cientifica del semestre anterior para realizar algunos
calculos matemaéticos implicados en las actividades.

Te recomendamos dedicar un horario determinado de estudio ya que las realizarés a través de
la autogestion, encuentra un espacio en casa que te permita estar comodo y con el menor
numero de distracciones, asi como revisa las instrucciones de cada actividad para completarla
con éxito.

Recuerda que las matemadticas son importantes en tu formacién, pues promueven el
razonamiento, al mismo tiempo desarrolla tu capacidad de andlisis, tu pensamiento critico,
tomar decisiones informadas e imaginar soluciones posibles a problemas. Algunas actividades
te pueden parecer faciles, otras quiza mas dificiles, pero no te desanimes, con un poco de
esfuerzo y perseverancia estamos seguros que podrds concluirlas satisfactoriamente.
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Finalmente, es necesario que te mantengas comunicado con tu maestro o maestra para
establecer las fechas y los mecanismos de entrega, asi como los criterios de evaluacién, no te
sientas solo, estamos para apoyarte y acompafiarte en este camino.
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({CON QUE CONOCIMIENTOS PREVIOS CUENTO?

Instrucciones

El proposito de esta seccion es reflexionar acerca de los conocimientos previos con los que
cuentas. Elige y subraya correctamente la opcién que conteste las siguientes cuestiones.

1. ;Cual es el incremento de la f(x) = x? — 1 en el intervalo [3, 5]?
A. Ay =38 B. ¥_g C. Ax=2 D. Ay =16

T Ax
2. Si la base de un rectangulo es % y su altura estd determinada por la funcion h(x) = x* — 4 en

x = 3. ;Cuél es el valor de su area?
A. A=5u? B. A=2qy2 C. A=2u? D. A =10 u?
5

3. Si una sucesion esta definida por a, = 2+ 5+ 8 + 11 ...;Cudl es el valor de la suma de los
primeros 10 términos?
A. A=26 B. A=126 C. A=57 D. A=155

4. ;Cual es la representacién en notacion sigma de la suma v3 + V4 + V5 + V6 + V7?

A) T V2 +i B) XisVi Q) Xi,Vi D) X, Vi
5. Ademés de f'(x) ;Coémo puedes representar la derivada de una funcion?
A Y B. y =4 D. Ay
dx Ax

6. La derivada de g(x) =vV2x + 1
' 1 1] 1 12 _ ! _ 1
A g'(x)= T B. g'(x) = T C. g'(x)=+/(2x+1)3 D. g'(x) = =

7. Sila derivada de una funcion es f"(x) = x? ;Cual de las siguientes funciones podria decirse
que es su antiderivada?

A f(x)=x3 B. f(x) =§ C. f(x) =2x D. f(x) = 2x3
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8. Con tus conocimientos de geometria describe un procedimiento que puede emplearse para
determinar el drea sombreada de la figura y determina el valor aproximado de dicha érea.

f | |
o)




Cuademil‘lo
Educativo

BLOQUE 1. DIFERENCIALES

Actividad 1. Concepto de Diferencial de una funcion.

» Aprendizaje Esperado:

¢ Resuelve por medio de diferenciales, problemas reales y/o hipotéticos de su entorno utilizando
el calculo de raices de manera metédica y organizada, reconociendo sus fortalezas y areas de
oportunidad.

» Atributo (s):
e Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades.
e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingiiisticas, matematicas o graficas.

» Conocimiento (s):
e Concepto de Diferencial: Analitico y Geométrico

Lectura previa: Concepto analitico del diferencial de una funcién.

En general se le llama diferencial a cualquier valor sumamente pequefio o infinitesimal, que resulta de

la diferencia entre dos valores. Por ejemplo, si se tiene 1.9999 y 2, se dice que su diferencial es 0.0001.

En el calculo del limite de una funcién, se pueden encontrar estos diferenciales de manera que pueden

acercarse a un determinado valor, sin tocarlo, y partir de ello es posible deducir un resultado o una
conclusiéon respecto al limite de la funcion.

El concepto de diferencial puede aplicarse para cantidades, asi como

f, (x) = lim A_y también para las funciones. Para el caso de las funciones estd involucrada la

Ax—0 Ax  derivada, como veras a continuacién.

‘ L Puesto que la derivada de una funcién se define a través de un limite (figura
Figura 1. Definicion de Ia

derivada de una funcion. 1), esto implica también que se encuentran involucrados los diferenciales.

Analiticamente, el diferencial de una funcién dy, es el producto de la
derivada de la funcién f'(x) por el diferencial de la variable independiente dx, la cual se obtiene
despejando dy de la notacién de Leibniz! para la derivada, como se muestra a continuacion:

d
f,(x) - d_i'] Despejando dy = f’(_X')dx

Diferencial de la

Notacion de Leibniz para
la derivada

funcién

Figura 2. Obtencién analitica del diferencial de una funcién

En esta definicion, dx y dy tienen significados por separado:

1 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Matematico, filésofo y politélogo alemdn considerado, junto con Newton, el
descubridor del Célculo Infinitesimal.
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e dx eseldiferencial de variable independiente x y coincide con el valor de su incremento Ax. Es
decir: dx = Ax.

e dy es el diferencial de la funcién f(x) y bajo ciertas condiciones dy se aproxima al incremento
de la funcién Ay. Es decir: dy = Ay

Notacién del diferencial.
La diferencial de una funcién se representa por medio de la letra d colocada delante de la funcién. Por
ejemplo:

e Sila funcion es y = x?, su diferencial es dy = 2xdx; y se lee: “diferencial de y”.

e Silafuncion es f(x) = x3, su diferencial es df (x) = 2xdx; y se lee: “diferencial de f de x.

Observa y analiza los ejemplos de la siguiente tabla.

Tabla 1. Ejemplos de diferenciales

Funcion 4 Derivada Diferencial Funcion 4 Derivada Diferencial
y=fx) Z=f®  dy=fxdx y=fx) Z=fx®  dy=f@dx
_ .3 v _ o2 _ a2 _ ay _ _
y=x dx—3x dy = 3x“dx y=3x dx—3 dy = 3dx
= 4x2 Y _ gy dy = 8xdx = x Y1 dy = dx
y = dx y = y= dx y =

Como habras notado en los ejemplos de la tabla 1, el diferencial de la funciéon implica derivar y
multiplicar por dx. Sin embargo, de manera general, cada una de las reglas de derivacién se puede
asociar una regla de diferenciacién, ya que presentan entre ellas una gran similitud.

Por lo tanto, si has aprendido y memorizado las férmulas para las derivadas, entonces no tendras
dificultad en aprender las férmulas de las diferenciales, las cuales se aprecian en la siguiente tabla:

Tabla 2. Reglas bdsicas para la obtencion de diferenciales

REGLAS BASICAS DE DIFERENCIACION

1. d(c)=0 2. d(x) =dx 3. d(cx) =cdx

4, dlu+v—-w)=du+dv—dw 5. d(uv)=udv+vdu 6. d(x™) = nx" ldx

7. d(v") = nv* ldv 8. d (%) = Vdu;‘dv 9. d(lnv) = %

10. d(a*) = a*Ina du 11. d(e") = e" du 12. d(senu) = cosudu
13. d(cosu) = —senudu 14. d(tanu) = sec’udu
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Ejemplo 1 Determina el diferencial de la funcion y = sen 4x

Solucién:
Por la forma de la funcién puede asociarse con la regla 12 de las reglas para diferenciales, por lo tanto:

Identificando: u=4x,;du=4

Aplicando la regla 12: d(sen 4x) = cos4x - 4

Sustituyendo y = sen 4x, en la expresion anterior
y multiplicando por dx, se obtiene la diferencial como:

Ejemplo 2 Determina el diferencial de la funcion f(x) = V5x — 4

Solucion:

dy = 4 cos4xdx

1
Intercambiando y = f(x) y expresando en notacién de potencia la funcién se tiene que: y = (5x — 4)z.

Identificando a v y calculando dv: v=5x—4x;dv=>5
Aplicando la regla 7 conn = %y los datos anteriores: d(5x — 4)% _ %(Sx _ 4)—%—1(5)
. . L ' o
Realizando las operaciones indicadas: A(5x — 4)7 = > (5% — 4)" 2
Expresando con potencias positivas: 105
d(5x — 4)5 = E
(5x — 4)2
i 1
Expresando en forma de radical: d(5x — 4)7 =
) 2V5x — 4
Sustituyendo y = (5x — 4)z, en la expresién anterior dy = _ 5 dx
y multiplicando por dx, se obtiene la diferencial: 2V5x — 4
ACTIVIDAD 1 Determina el diferencial de las siguientes funciones:
Ay =4x° B. f(x) =22 C y=4x?=2+x
D. g(x) = 3e 5**! E. h(x) =In(3x —2) F. y = tan(5x)

G. f(x)=(2x2+3)(5x+3) H. f(x) =503x?—2x)*

Esta actividad se evalta con el instrumento de evaluacion del Anexo B.
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Actividad 2. Aproximacion de variables
» Aprendizaje Esperado:

¢ Resuelve por medio de diferenciales, problemas reales y/o hipotéticos de su entorno utilizando
el calculo de raices de manera metddica y organizada, reconociendo sus fortalezas y areas de
oportunidad.

» Atributo (s):
e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

» Conocimiento (s):
e Aproximaciéon de variables.

Lectura previa: La diferencial como aproximacion del incremento

Interpretacion geométrica de la diferencial

De la figura 3, se puede observar que la recta T es tangente al punto P. La pendiente de la recta T se
puede obtener de dos formas:

1. A partir de la definicién de la tangente respecto al angulo 7, siendo el cateto opuesto Ay y el

. A
cateto adyacente Ax, es decir: my = é.

2. La derivada de la funcién en el punto P, es la pendiente de la tangente a la funcion en dicho
punto, es decir: my = f"(x).
. . . . . . Ay
Puesto que las pendientes son iguales, igualando las dos expresiones anteriores, se tiene que: = = f"(x).
Despejando el incremento en y, se obtiene: Ay = f"(x)Ax.

Como la elevacion se produce verticalmente a partir
r del punto P, el incremento en x (4x) que se tome
representa el alejamiento horizontal que se haga
desde el punto P. Por lo tanto, la elevaciéon de la
tangente (Ay) que se obtenga depende del alejamiento
horizontal que se tomen, es decir de Ax. Es decir, a
medida que se incrementa Ax desde P, existe una

variaciéon de Ay que tiende a aumentar pero que

RE AN también podria disminuir, por lo tanto, se le llama

v

Y7/

¢ “ L. diferencial de “y”, y se denota como dy; por otro lado,

Figura 3. Significado geométrico del diferencial de una el incremento en x se llama diferencial de x y se denota
funcion. como dx. Como Ay = f'(x)Ax, y Ay = dy y Ax = dx,
Ldy e . . .
entonces: —= = f'(x) y por lo tanto dy = f'(x)dx. En esta misma figura, se puede apreciar que el
diferencial de una funcién es la longitud de la elevacion de la tangente desde el punto P hasta la propia
tangente y que bajo ciertas condiciones es posible conocer su longitud, como se aprecia en el siguiente

ejemplo:
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Ejemplo 3 Hallar el valor del diferencial de la funcion y = vx + 3 en x=2 y Ax = 0.04
Solucién:

Reescribiendo la funcién en términos de
) . ) y = (x + 3)1/2
potencias fraccionarias:

v=x+3;dv=1 yn=%
dy =3 (x +3)7/2(1)

_ (x+3)71/2

- 2

Aplicando la regla 7 de la tabla 2:

Realizando las operaciones: dy

1

Expresando con potencia positiva: dy = PTG

Expresando con radicales: dy = —

2Vx+3
Multiplicando por dx, para obtener el diferencial: dy = 2\/% dx
Sustituyendo las condiciones iniciales, x = 2y 1 0.04
! dy = ——=(0.04) = —= = 0.008944271
Ax = 0.04 y realizando las operaciones: Y 0.04) 25

Este ultimo valor es el valor del diferencial con las condiciones dadas.

La diferencial como aproximacién de variables.

Si bien el incremento de la funciéon (Ay) no es igual a la diferencial de y (dy), en cierto momento y
cuando dx se hace cada vez més pequefio estos valores son aproximadamente iguales. Esta caracteristica
permite utilizar el diferencial como elemento de aproximacién, a partir de la siguiente expresion:

fGx+Ax) = f(x) +dy
Como dy = f'(x)Ax, entonces el incremento de la funciéon tiene la forma:
flx+Ax) = f(x) + f'(x)Ax

En esta dltima expresion si se conoce el valor inicial (x;) y el incremento Ax, entonces el incremento de
la variable a partir de dicho valor, se expresa como:

flxy +Ax) = f(xg) + f'(x)Ax
Donde:
Xy valor inicial
Ax incremento en x
f(x; + Ax) valor aproximado del incremento de la funcién
f(x1) valor inicial de la funcion

f'(x1) valor de la derivada en el punto inicial
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La expresion anterior es la base de la aproximacion de variables, que se puede realizar a través del

siguiente procedimiento:

1. Identifica el valor final como x;, que es el valor que se desea estimar.

2. Determina el valor inicial x5, como el mds cercano al valor que se va a estimar, de manera que

se conozca su valor exacto.

3. Determina el incremento de la variable como Ax = x5 — x4

4. Identifica una funcién asociada a la forma de la funcién relacionada con la variable.

5. Determina la derivada de la funcién establecida en el paso anterior.

6. Aproxima la variable sustituyendo las condiciones iniciales en la expresion de la

aproximacion del incremento.

Observa los siguientes ejemplos:

Emplea el diferencial para obtener el valor aproximado de V39

Solucion:
1. x,
2. xq
3. Incremento:
4. Funcion asociada:
5. Derivada
6. Aproximando:

39
36
Ax =39—-36=3
fG) =&
[0 =55

fler +Ax) = f (1) + f' () Ax
F(36 +3) ~ f(36) + f'(36)3

1 —
f(39)~\/%+2—m-3—6+
R6+—==6+-+
12 4
~ 6+ 0.25 = 6.25

3 _
2(6)

Por lo tanto:

V39 ~ 6.25

\ 4

Valor con la calculadora

£33 M STORCL STATCMPLXMATVCT (E3C] FIXSCI Math VA Disp

33

6. 244997998

TR 5 o i Y

Como puede observar el valor de la raiz aproximada es casi igual al valor que se obtiene en la

calculadora, con una minima diferencia.

10
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Ejemplo 5 Calcular el valor aproximado de N80
Solucién
1. x, 80 Por lo tanto:
2. x 81 V80 ~ 8.95
3. Incremento: Ax =80-81=-1
4. Funcién asociada: f(x) = vx ‘
. . rrn 1
5. Derivada: f1e = 2% Valor con la calculadora
6. Aproximando: f (xl + Ax) = f (xl) + f ’(xl)Ax (3E) M STORCL STATCMPLXMATVCT GICIE) FIXSCH Math VA Disp

fB1-1) =~ f(8D) + f'(8(-1)
1

1 —
£(80) ~ 81 + s D=9 55

~9—-1=9-005=895
18

Ejemplo 6 Calcular el valor aproximado de (2.15)?

Solucion

1.

AN L

38

H.94427131

X2

X1

Incremento:
Funcién asociada:
Derivada:

Aproximando:

2.15
2
Ax =2.15-2=0.15
flx) = x?
f'(x) =2x

fxy + Ax) = f(xy) + f'(x)Ax
F(240.15) ~ £(2) + f'(2)(0.15)

£(2.15) ~ (2)% + 2(2) - (0.15)=4 + 4(0.15)

~4+0.6=4.6

Ejemplo 7 Calcular el valor aproximado de sen 62°

Por lo tanto:

(2.15)% ~ 4.6

\ 4

Valor con la calculadora

»

361 M STORCL STATCMPLXMATVCT (JE3(3 FIXSCI Math WA Disp

(2.15)°

Solucion.
. . . T 31m
En este caso, se debe convertir los d&ngulos a radianes? 60° = 3 rady 62° = Ty rad. Con estos datos,
aplicamos el procedimiento.
31m
1. x, 2
90
2. x T
1 3
3. Incremento: Ay =3T_m _31m30m_ 7
90 3 90 90

. . . . T
2 para convertir grados a radianes se multiplican los grados por —.

180

11
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Por lo tanto:
4. Funcion asociada: f(x) = senx » (2.15)% ~ 4.6
5. Derivada: f'(x) =cosx
6. A i do: TV~ (R (E\ &
proximando f (3 + 90) ~f (3) +f (3) 90
f (ej—on) ~ sen (g) + [COS (g)] (%) Valor con la calculadora
f (?:—On) ~ ? + % (%)=%§ 1L80 £31 M STORCL STATCMPLXMATVCT (JEIE FIXSC Math WA Désp
_ 180V3+7 _ 90(1.73)+3.1416 sin(B2°)
T 180
15902 A. 8829475929
180 ' —
ACTIVIDAD 2 Determina el valor aproximado de las siquientes variables, usando diferenciales.
A. V9.08 B. (5.8)? C. /398 D. V122 E. cos60°

Esta actividad se evalta con el instrumento de evaluacion del Anexo A y Anexo B.

12
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BLOQUE II. INTEGRAL INDEFINIDA

Actividad 3. Integracion de funciones algebraicas.
» Aprendizaje Esperado:

o Utiliza la definicion de integral indefinida como herramienta para el célculo del proceso inverso
de la derivada, aplicado a la integral inmediata de una funcién, favoreciendo su pensamiento
critico y reflexivo.

» Atributo (s):
e Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades.
e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingiiisticas, matematicas o graficas.
e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

» Conocimiento (s):
e Definicién de la integral indefinida.
e Integrales de funciones: Algebraicas, Trigonométricas y Exponenciales.

Lectura previa: Concepto de integral indefinida e integracién

Concepto de integral indefinida

En Calculo Diferencial aprendiste a determinar la derivada de una funcién f(x) como f '(x); desde la
perspectiva del Célculo Integral es posible realizar la operacién inversa, es decir, determinar la funcién
f(x) a partir de su diferencial.

En este sentido a la funcién ya derivada f’(x)
se denota como f(x); mientras que la funcién
original, f(x) se representa como F(x). A la
funciéon F(x) se le conoce también como

Calculo

Diferencial

Funcién Derivada
funcién primitiva, como se muestra en la
Célculol f(x) = 2xdx figura 4. Con base a lo anterior, podemos
Integra . s 2 s
E concluir que la funcién primitiva de
Diferencial Funcion
I =2 F(x) = x?
Primitiva f@) x dx es F(x) = x7,

Figura 4. Relacion entre el Cdlculo Diferencial y el Cilculo Integral.

lo cual significa que para obtener 2x se tuvo que haber derivado x2.

Ahora observa que para obtener como derivada a 2x, existen multiples funciones primitivas asociadas
a x%, como se muestra en la tabla 3. Puedes notar que la tnica diferencia entre dichas funciones
primitivas es un valor constante. Puesto que la derivada de una constante es cero, al derivar cada
funcién primitiva se obtiene siempre 2x.
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Tabla 3. Algunas funciones primitivas cuya derivada es 2x.

Funcién Primitiva

F(x)=x*+5
F(x) =x*-10
F(x) = x* +;

F(x) =x*+5.8

Al proceso de hallar la funcién primitiva se le
conoce como integracion. Algebraicamente se
denota como:

Derivada

i) = 2 f(x)dx=F(x)+C

A la expresion anterior se le conoce como Integral Indefinida. Donde:

[ Simbolo de integral

f(x)dx Integrando

F(x) Funcién primitiva

c Constante de Integracion

El diferencial dx, indica la variable respecto a la cual se realiza la integracion.

Interpretacion geométrica de la constante de integracion.

Figura 5. Significado geométrico
de la constante de integracion.

El resultado de una integral indefinida admite infinitas soluciones que
difieren entre ellas en un valor constante, como vimos anteriormente en la
tabla 3. En este sentido se dice que el resultado de una integral indefinida
corresponde a una familia de funciones primitivas.

Si se trazaran las gréficas de las funciones primitivas, se obtendria la figura
5, donde se puede observar que cada una de dichas primitivas, son
traslaciones verticales una de la otra debido a los distintos valores de la
constante de integracion C.

Bajo ciertas condiciones, el valor de la constante de integracién se puede
obtener para determinar una solucién particular de la integral indefinida.

Integracién de funciones algebraicas

Resolver una integral indefinida implica hacer uso de procedimientos algebraicos basicos ademas de
las siguientes reglas bésicas de integracion que se muestran en la siguiente tabla:
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Tabla 4. Reglas bdsicas de integracion

Integral de: Férmula
1. La Diferencial de una variable: [fdx=x+C
2. De una variable elevada a una potencia: [x™dx = i +C (n+-1)

n+1

3. Del producto de una constante por una funcién: [ avdv = a [ vdv

4. Suma de diferenciales de funciones: Jdu+dv—dw)=[du+ [dv— [dw
5. De una funcion elevada a una potencia: [vrdv = vn_: +C (n#-1)

n
6. Del logaritmo f% = In|lv|+C

Las reglas anteriores se obtienen directamente de las reglas generales de diferenciacion. En su aplicacién
es indispensable que la funcién que se pretende integrar cumpla con todos los datos solicitados en la
férmula correspondiente. Algunas consideraciones que pueden realizarse

para la integracion son: i.a~m = i
, om
e Reescribir el integrando a partir de las leyes de los exponentes
relacionados con la potencia negativa y potencia fraccionaria. .. o m n
P I P i.an = \a™m

e Realizar alguna operacién indicada en el integrando (producto,
division, etc.).

e Verificar que el integrando cumpla con todos los requisitos establecidos Figura 6. Leyes de las
exponentes involucradas en

en las férmulas. Esto es, identificar v y dv para verificar su existenciaen ;" .
la integracion.

el integrando.
e Enalgunos serd necesario “completar” la integral, multiplicando y dividiendo el integrando por
un valor constante.

Con base a lo anterior, observa los siguientes ejemplos.

Ejemplo 8 Calcular [ x3 dx

Solucion:

Por la estructura de la funcién se observa que es una variable elevada a una potencia y cumple con la
forma de la féormula 2 donde n = 3. Por lo tanto:

x3+1 x4-
3dx = =—+C
jx T3 4

Nota que la constante de integracion se adiciona una vez realizado los procedimientos involucrados.
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Ejemplo 9 Resolver [ 5y? dy

Solucién:
De la estructura de la funcién se observa que tiene la forma de una constante multiplicada por una
funcion, por lo que se puede asociar con la regla 3 dondea = 5; y dv = dy. Por lo tanto:

Aplicando la regla 3: [5y?dy =5 [y?dy
Resolviendo la integral con la regla 2 y realizando las _ y2tly 5 y3
operaciones indicadas: - (2+1) )
Por lo tanto: f 5y2 dy = 5%3 +C
N Colculn [ —2+/ax dx
Solucion:

Se puede notar que la forma de la integral es el producto de una constante3 por una funcién. Por lo

que se asocia a la regla 3 de la tabla 4, considerando los datos: a = —2vVa; v = x ;dv = dx
Aplicando la regla 3: [—2vax dx = —2+a [ xdx
Aplicando la regla 2 para la integral indicada, 1+1
col:r)14 n=1 S ° =—2Va [i+1]
Realizando las operaciones indicadas: =—-2va [x;]

Simplificando® y sumando la constante de
integracion:

dx
Ejemplo 11 [ J=
X3

Solucion:

[—2vax dx = —Jax? + C

Nota que no se puede aplicar directamente ninguna de las férmulas de la tabla 4. Sin embargo, de las
leyes de los exponentes de la figura 7 inciso ii, puede reescribirse el integrando con potencia negativa,
como se muestra a continuacion:

d 2
Reescribiendo la funcién, aplicando la ley de los exponentes (ii): 5= JxT3dx
X3

Asociando la nueva forma con la regla 2 de la tabla 4, conn = —% : =

3 Recuerda que en algebra las primeras letras del alfabeto se relacionan con valores constantes.
4 Recuerda que, si el exponente de una literal no est4 indicado, se sobreentiende que éste es uno.
5 Como el dos multiplica y divide al mismo tiempo, se “cancela”.
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Realizando las operaciones indicadas y aplicando la propiedad B a3 3y
. = —_——= — = 3
fundamental de las proporciones: E X
. . . . dx
Expresando en términos de radical y sumando la constante de integraciéon J 2= 3Vx +C
x3

se tiene que:

En las integrales anteriores se aplicaron las reglas de manera directa. En estos casos se dice que la
integral es inmediata. Sin embargo, no siempre sucede de esta forma. Observa el siguiente ejemplo:

STV VI Calculala [ /3t dt

Solucion.

Observa que en las reglas basicas (tabla 4) no se encuentra alguna relacionada con raices cuadradas. Sin
embargo, de las leyes de los exponentes de la figura 7 inciso ii, puede reescribirse el integrando con
potencias fraccionarias, como se muestra a continuacion:

Reescribiendo la funcién, aplicando la ley de los exponentes
(0):

Asociando la nueva forma con la regla 5 e identificando los
datos:

[V3t dt = [(30)zdt

v=3t; dv=3dt; n=%

Segun los datos, dv debe contener un 3, que no se aprecia en la integral original, pues solo se aprecia
dt. Por lo tanto, completamos la integral®, multiplicando dt por 3 y por % la integral, es decir:

Completando la integral: % ) (3t)% 3dt

1 1 1 -(St)%ﬂ
Aplicando la regla 5, con los datos mencionados: 3 J@ozde = 3 | 3+ ]
Realizando las operaciones indicadas y aplicando la _1|@oz| _1]2602
propiedad fundamental de las proporciones’: T3 R 3| 3
Realizando el producto de fracciones y expresando en _ 2J@O?
radicals: 9
Por lo tanto: f\/_ dt = V(3t +C

6 Completar una integral implica que a dv, le falta un valor constante, por lo tanto, se procede a mantener dv en la estructura
de la integral y multiplicar dicha integral por el reciproco del valor constante faltante (multiplicar y dividir por el mismo
valor). Esto se conoce como completar la integral. Cabe sefiala que la integral solo se puede completar cuando el elemento
que falta es un valor constante. Si faltase una variable, este proceso no puede aplicarse.

7 También conocida como la “Ley del Sdndwich”.

8 Aplicando de nueva cuenta la ley de los exponentes (sentido inverso) inciso ii de la figura 7.
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Ejemplo 13 Calculaf% dx

Solucién:

Como es evidente, ninguna de las férmulas de la tabla 4 se asocia a la estructura de la integral, pero
puede interpretarse el integrando como el cociente de un polinomio entre un monomio. Por lo tanto, se
procede a realizar la division:

. Lk ss o x3+4x-3 _ 2 3
Aplicando la division?: [/ dx=] (x + 4 x) dx

X

La nueva forma de la integral se asocia a la regla 4, por lo tanto:

Aplicando la regla 4, con du = x?;

2,4 3 = [x2 -3

dv=4;dw=%z f(x + 4 x)dx Jx*dx + [ 4dx — [~ dx
Resolviendo I_a p.rime_ra %nte_gra‘l aplicando la [ x?dx = 2
regladconv =x;dv=x;n=2: 241 3
Resolviendo la segunda integral aplicando la _
regla3 cona = 4;dv = dx: J4dx =4 [ dx
Aplicando la regla 1 para la integral indicada: =4x+C
Resolviendo la tercera integral, aplicando la 3 dx

dx [=dx=3[—=
reglacona=3yv=— x x
Aplicando la regla 6 para la integral indicada — 3injx| +C

conv =x ydv =dx:

Como se puede observar, en cada una de las integrales resueltas aparece una constante de integracion,
sin embargo, al sumarlas su valor siempre serd constante, por lo que solo se considera una en el
resultado final:

Conjuntado los resultados de cada integral, se 34 40— 3
) & f% dx=x?+4x—3ln|x|+C

tiene que:
. 3
PLULREN Coicula [ (x* —3x: + %+ 5) dx
Solucién:

Reescribiendo el integrando, aplicando la ley B y A de los exponentes (figura 7) para el tercer término:

37 3
f(x4—3x§+—+5>dx =f(x4—3x5+7x_%+5)dx
Vx
Aplicando la regla 4:

3 3
f(x4—3xf+7x_%+5)dx=fx4dx—f3x§dx+f7x_%dx+f5dx

9 Recuerda que la divisién de un polinomio entre un monomio, se realiza dividiendo cada término del polinomio entre el
monomio y restando los exponentes para las literales; en caso de que dicha divisién no se puede realizar, ésta se indica
como fraccidn.
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Resolviendo la primera integral, aplicando la regla 3: [x*dx = ’f:ll = x_: +C
E 3 x2+1
Resolviendo la segunda integral aplicando la regla 3 — f 3x2dx = -3 f xzdx = -3 3
y la regla 2 respectivamente: 5>+1
S S
Aplicando la ley fundamental de las proporciones _ 3 lﬁ ‘ — 3 (ﬁ )
= =| = 5
2
Aplicando la ley B de los exponentes: —[3 x% dx = — 6\{? +C
—2+1
Resolviendo la tercera integral, aplicando la regla 3 y f 7x_% dx =7/ x‘% dx =7 [x 12 ]
la regla 2 respectivamente: 2
Realizando las operaciones indicadas en el exponente 2 1
y aplicando la ley fundamental de las proporciones: 2

Realizando el producto y aplicandolaley Ay B de los

1
exponentes: [7x72dx =14Vx + C

Resolviendo la cuarta integral aplicando laregla3y 1

. deszfdx=5x+C
respectivamente:

Conjuntado los resultados de cada integrall?, se tiene que:

J(‘* 3%+ 7 +5)d —xs 6\/F+14\/_+5 +C
X X \/} x—5 5 X X

Puedes observar que en los ejemplos 13 y 14, cada resultado individual tiene una constante y que en el
resultado final se escribe una sola constante, esto es porque la suma de varias constantes es igual a otra
constante.

Aplicaciones de la integral indefinida: costo e ingreso marginal.

El costo marginal es un concepto usado en economia para referirse al costo que se asume al iniciar la
produccién de una unidad adicional de un articulo.

Matematicamente se define como la derivada de la funcién del costo total con respecto a la cantidad
de unidades. De forma inversa si se conoce el costo marginal, entonces es posible obtener la funcién
de costo aplicando la integral indefinida, es decir: Si C(x) es la funcién de costo entonces c(x) es el
costo marginal, por lo tanto:

C(x) =fc(x)dx

10 | as constantes de integracion de cada integral individual, se representan como una Unica constante en el resultado final de la integral.
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Donde c(x) es el costo marginal y x es la cantidad de unidades de produccion.

De la misma manera el ingreso marginal es el aumento del ingreso total cuando se vende una unidad
mas de producto. Matematicamente, es la derivada de la funcion del ingreso total. Entonces, Si I(x) es
la funcién de costo entonces i(x) es el costo marginal, por lo tanto:

1(x) :fi(x)dx

Donde i(x) es el costo marginal y x es la cantidad de unidades de produccién.

Observa los siguientes ejemplos:

El costo marginal de producir x namero de articulos deportivos esta determinado
por c(x) = 100 + 0.006x.

Ejemplo 15

Determina la funcién del costo, sabiendo que el costo de producir 1000 piezas es
de $253 0000

Como el costo marginal es c(x), entonces el

costo C(x) se determina como: C(x) = [ (100 + 0.006x)dx

C(x) = [100dx + [ 0.006x dx
Resolviendo la integral: =100 [ dx + 0.0(26 [ xdx
= 100x + 0.006 >

Por lo tanto, la funcién de costo esta

— 2
determinada por: C(x) =100x + 0.003x“ + C

Como puedes ver para obtener la funcién de costo es necesario conocer la constante de integracion.
Para ello se consideran las siguientes condiciones: six = 1000 entonces C(1000) = 253000.

Sustituyendo x en C(x): €(100) = 100(1000) + 0.003(1000)% + C
Sustituyendo €(100) y realizando las 253000 = 100000 + 0.003(1000000) + C
operaciones: 253000 = 100000 + 3000 + C

. . C = 253000 - 100000 — 3000
Despejando C: C = 150000
Por lo tanto, la funcién de costo es: C(x) = 100x + 0.003x2 + 150000

Solucién b):

. _, .
i‘:ﬁ?tuyendo X = 2000 (doble de piezas)en - 506y _ 100(2000) + 0.003(2000)2 + 150000
Realizando las operaciones: €(2000) = 200000 + 12000 + 150000

Por lo tanto, el costo por producir el doble

de piezas es: €(2000) = 362000
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El ingreso marginal que determina un producto se obtiene con la funcién:
i(x) = 3000 — 0.5x
LRI Donde x es la cantidad de un producto que se fabrica y se vende.
Sabiendo que el ingreso es cero cuando no se vende ningtin producto, determinar
la funcién del ingreso total. ; Cudl sera el costo de producir el doble de piezas?

Solucion:

Como el ingreso marginal es i(x), entonces el

ingreso I(x) se determina como: 1(x) = [(3000 — 0.52)dx

Resolviendo la integral: C(x) = [3000dx — [ 0.5x dx
—3000fdx—05fxdx
= 3000x — 0. 5—

Porlo t.anto, la funcién del ingreso esta I(x) = 3000x — 0.25x% + C
determinada por:
Considerando las condiciones iniciales para

. . . Six = 0 ent I(x)=0
determinar la constante de integracion: ! entonces /(x)

Sustituyendo los valores anteriores: 1(0) = 3000 (0) — 0.25 (0)®>+C

Sustituyendo 1(0) y realizando las operaciones: 0=0-0+C

Despejando C: C=0

Por lo tanto, la funcién de Ingreso total es: 1(x) = 3000x — 0.25x2

Con ayuda de las formulas para integracion de funciones algebraicas de la tabla 4,

resuelve las siguientes integrales indefinidas.

1) [2vVx dx 2) [5x(x+3) dx

3) D gy 4) [Vx(Vx+3) dx

5) [ (55 +3x) dx 6) [(5x—3)*(2x—1) dx

7) f( _|____) dx 8) [(Bx3+6yx?—12y+5) dx

9 [(3* —3x?)(3x) dx 10) [ (3x - 4x)2 dx
2 \4

Esta actividad se evaluara con el Anexo Cy Anexo E.
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Actividad 4. Integracion de funciones trigonométricas

» Aprendizaje Esperado:

e Utiliza la definiciéon de integral indefinida como herramienta para el célculo del proceso inverso
de la derivada, aplicado a la integral inmediata de una funcién, favoreciendo su pensamiento
critico y reflexivo.

» Atributo (s):
¢ Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

» Conocimiento (s):
¢ Integrales de funciones trigonométricas

Lectura previa: Regla basicas de integracién para funciones trigonométricas.

La integracién también se aplica a las funciones trigonomeétricas; para algunas de ellas, se obtiene
férmulas que pueden considerarse como bésicas y que conviene agregar a nuestro formulario. Estas
reglas se muestran en la tabla siguiente:

Tabla 5 Reglas para integrar funciones trigonométricas

7. [senv dv=—cosv+C 8. [cosv dv =senv+C
9. [tanv dv=—1In|cosv|+C 10. [ cotv dv = In|senv| + C
= In|secv| + C =—In |cscv|+C

12. [ cscvdv =In (cscv — cotv) + C

11. [ secvdv =In |secv + tanv|+ C _ ln|tan§| +C

13. [ sec’v dv = tanv + C 14. [ csc®*v dv = —cotv + C

15. [ secvtanvdv = secv + C 16. [ cscvcotvdv = —cscv + C

Para la aplicacién de las reglas anteriores se sugiere la siguiente estrategia:

Identifica v y calcula dv, aplicando la definiciéon del diferencial.

Verifica que dv aparezca en la integral de acuerdo a lo calculado.

Si dv aparece completa, aplica de inmediato la regla correspondiente.

Si a dv le falta un valor constante, procede a completar la funcién, con el reciproco de dicho
valor y aplica la regla correspondiente.

5. Sila integral no se ajusta inmediatamente a las reglas basicas, sera necesario reescribir la
integral aplicando las leyes de los exponentes, realizando algunas operaciones previas o
utilizando las identidades trigonométricas.

Ll .

En este tltimo caso serdn ttiles las siguientes identidades.
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Tabla 6. Identidades Bdsicas

1
2. sena =
csca sena
1. senacsca=1 4. tana =
1 cosa
3. seca =
sena
1
6. cosa =
seca
5. cosaseca=1 1 8. cota = —=
7. seca = sen a
cosa
1
10. tan @ =
cota
9. tanacota=1 1
11. cota =
tana
Pitagoricas Del angulo doble

13. sen*a = 1 — cos*a

12. sen’a + cos’a =1 15. sen 2a = 2sen a cos «

14. cos?’a = 1 — sen*a

17. tan*a = sec’a — 1

16. 1 + tan’a = sec’*a 18. secta — tanta = 1 19. cos 2a = cos? a — sen’ a

21. cot?*a = csc?a — 1
2tana

20. 1 + cot’a = csc*a 9 cscta — cot’a = 1 23. tan2a = — ——
Con base a lo anterior observa y analiza los siguientes ejemplos:
Calcula [ sen ax dx
Solucién
Identificando!! v y calculando!2 dv: v=ax ; dv=adx
Completando la integral3: [ sen ax dx = i [ sen ax dx
Aplicando la regla 7: = %(— cos ax)

11 En las funciones trigonométricas v es el dngulo. En ocasiones puede ser una variable y en otra su forma es de una funcién.
12 dv es la derivada de v multiplicada por la diferencial de la variable, generalmente dx.

. . , 1
13 Como falta el valor constante a, se multiplica la integral por su reciproco s

23



Cuadernillo

Educativo
Realizando las operaciones, se obtiene que: [ senax dx = %cos ax +C
Ejemplo 18 |NENERrg NN g dx
Solucion
Identificando v y calculando dv: V= g ; dv = %dx
. X x 1
Completando la integral: f cos > dx =2 f cos - 5 dx
. . . . X X
Aplicando la regla 8 de integracion, se obtiene J’ cos X dx = 2sen X4
que: 2 2
Ejemplo 19 a6
Solucion:

Por la forma de la integral se puede notar que no se relaciona directamente con algunas de las reglas de
la tabla 4. Sin embargo, se puede transformar usando las identidades como se expone a continuacién:

Reescribiendo la funcién para facilitar la do 1 2
identificacion de la identidad: f c0s20 f cos29 0~ f (COS @)
de
Aplicando la identidad 7 de la tabla 6: j 75 = f(sec 0)%do = f sec?0 do
cos
Identlflcafldo vy calculando dv de la nueva v=8 : dv=do
forma de integral:
Como la integral esta completa aplicamos la a 04C
regla 13 de integracion, obteniendo: cos260 tant +

FRTIPIM  Culcular [(tan x + secx)” dx

Solucion:

En el ejemplo propuesto, es evidente que no corresponde a ninguna regla de la tabla 4. Sin embargo,
por la forma de la funcion se puede observar que es un binomio al cuadrado, por lo que la integral se
puede reescribir desarrollando dicho binomio como se muestra a continuacion.

2
f(tanx + secx) dx = f(tanzx + 2tanx sec x + sec? x) dx

Aplicando la regla 4 de integracion de la tabla 4:
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2
(tanx + secx) dx = ftanzxdx+f2tanxsecxdx+fseczdx

Resolviendo cada integral:

Primera integral f tan®x dx

Como no hay regla de integracioén directa se aplica

2 — 2.,
la identidad 17 de la tabla 5. f tan”x dx = f (sec®x —1)dx

Separando la integral, con la regla 4 de integracion f ran?x dx = f sec? x dx — f o
(tabla 4):
Identificando v y calculando dv: v=x ; dv=dx

Como la integral esta completa se aplica la regla

2 = —
13 y laregla 1 de la tabla 4 respectivamente: f tan“xdx =tanx —x +C

Segunda integral f 2tan x sec x dx
Aplicando la regla 3 de integracion: f 2tanxsecxdx = 2 f tanx sec x dx
Identificando v y calculando dv: v=x ; dv=dx

Como la integral esta completa se aplica la regla

15 de integracién: f 2tanxsecxdx = 2secx +C

Tercera integral f sec?dx

Identificando v y calculando dv: v=x ; dv=dx

Como la integral esta completa se aplica la regla

2 90 _
13 de integracion: f sec’dx =tanx + C

Unificando los resultados de las integrales:
2

f(tanx +secx) dx =tanx —x + 2secx + tanx
2
Reduciendo términos semejantes y reordenando: f (tanx + secx) dx =2tanx +2secx —x+C

2

Factorizando los dos primeros términos,
(tanx + secx) dx =2(tanx + secx) —x+C

finalmente se obtiene:

Ejemplo 21 Culculafcsc%x cot%x dx

Solucion:
Por la estructura de la funcion se puede asociar a la regla 16 de la tabla 5. Por lo tanto:

Identificando v y calculando dv: v= %x ; dv = %dx
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C letando la integral f 2 t2d 3] t22d
ompletando la integral: = = =- = —x=
p g cscgx cotzxdx = | cscox cotzxdx
. . . 2 2 3 2
Aplicando la regla 16 de integracion: f csczx cotgx dx = 5 (— csc§x)
. o . 2 2 3 2
Realizando la operacion indicada se obtiene que: f csczx cot 3% dx = — 5 CsegX +C

ARyl Colculala [ e* tane™ dx

Solucion:

Aunque la integral parece un producto de funciones, procedemos a revisar el factor que corresponde a
la funcién trigonomeétrica, por lo tanto:

Identificando v y calculando dv: v=e* ; dv=e¥dx

Como la integral estd completa, aplicamos la
regla 9 de integracion:

Ejemplo 23 Calcula f% de

jextanexdx= —lIncose*+C

Solucion:

Como es evidente, la estructura de la funcion no se asocia directamente con alguna de las reglas de la
tabla 5. Sin embargo, se puede observar que puede realizarse la divisiéon, como se muestra a
continuacion.

. e e sen 6+cos 6 _ cos 6
Realizando la division: f—sen 5 de = | (1 +t, 9) de
. . . _ cos 6
Aplicando la regla 4 de integracion. =[do+ [ —onp 40

Resolviendo la primera integral con la regla 1 de — 0+ [cotfdd

la tabla 4 y aplicando la identidad 8 de la tabla 6.

Resolviendo la segunda integral con la regla 10 sen 6 + cos 6
de integracion de la tabla 5, con v = 8 y dv = d#:

Calcula [ sec ax dx

Solucién:
La estructura de la funcioén se asocia a la regla 11 de la tabla 5. Por lo tanto:

df =0 +1In|senB|+ C
sen 6

Identificando v y calculando dv: v=ax ; dv=adx

Completando la integral multiplicando por a 'y
su reciproco:

1
fsecaxdxzafsecaxadx
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Aplicando la regla 11 de integracion, se obtiene
finalmente que:

Ejemplo 25 |NenEnrEy) Csczdx

1
fsec axdx = Elnlsecax + tanax| + C

Solucién:
La forma de la funcién se asocia a la regla 12 de la tabla 5. Por lo tanto:

Identificando v y calculando dv: v= g ; dv = % dx
'Completando la in}tegral multiplicando por%y la _ f Cscf dx = —a f CSC{ . l dx
integral por su reciproco: a a a

Aplicando la regla 12 de integracién, se obtiene
finalmente que:

Con ayuda de las formulas para integracion de funciones trigonométricas de la tabla
ACTIVIDAD 4 5, resuelve las siguientes integrales indefinidas.

X X X
— | csc—dx = aln|csc——cot—| +C
a a a

1. [cos5xdx 2. [tanaxdx

3. [ecsc?5xdx 4. [ xsenxdx

5. [4senxdx 6. [(senx + senx cos?x) dx
7. [5cscxtanxdx 8. [ ‘;Zjljx dx

9. [(5tan?x —4cot?x) dx 10. [(3x? — 5sen x) dx

Esta actividad se evaluara con el Anexo Cy Anexo E.
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Actividad 5. Integracion de funciones exponenciales

» Aprendizaje Esperado:

e Aplica las integrales inmediatas para la solucién de situaciones reales y/o hipotéticas de su
entorno relacionadas con funciones algebraicas, trigonométricas y exponenciales que favorezcan
su creatividad y pensamiento critico.

» Atributo (s):
e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

» Conocimiento (s):
e Definicién de la integral indefinida.
e Integrales de funciones: Algebraicas, Trigonométricas y Exponenciales.

Lectura previa: Reglas basicas de integracion para funciones exponenciales.

La funcién exponencial es quizas la funcion mas eficiente en términos de las operaciones de calculo.
Curiosamente para la funcién exponencial f(x) = e*, tanto su derivada como su integral sigue siendo
la misma.

Para integrar funciones exponenciales se utilizan las siguientes férmulas:

Tabla 7. Reglas para integrar funciones exponenciales

17. [ a¥ dvzl—v+C 18. [e” dv=e"+C

a
na

R
oo

La estrategia para aplicar las reglas anteriores implica identificar v y determinar
dv; si la integral es completa se aplica la regla correspondiente, de lo contrario

se procede a completar multiplicando el diferencial de la variable por la faltante
y la integral por su respectivo reciproco. Observa los siguientes ejemplos:

Ejemplo 26 enEni Rty

Solucién:
Como la base es a = 5, la forma de la funcién se asocia con la regla 17, por lo tanto:

Identificando v y calculando dv: v=2y,;dv=2dy

. o )
C‘omplet'ando 1&?. integral multlphc/ando Por el 527y = = [ 527 24y
diferencial y la integral por su reciproco: 2

14 Recuerda que a es mayor cero y diferente de 1.
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Aplicando la regla 17 de la tabla 7, se obtiene 2 1 5%
. 5¢Vdy = +C
finalmente que: In5

Ejemplo 27 RyGupmm /= —dt

Solucion:

La forma de la funcién se relaciona con la regla 18. Por lo tanto:

Identificando v y calculando dv?s: v=+t; dv= i\/_ dy

Como al diferencial le falta el 2, procedemos a
completar la integral, por lo que: f _dt =2 f —dt

Aplicando la regla 18 de la tabla 7, se obtiene
finalmente que: f

—dt—Ze‘/—+C
Vt

Las esporas de un cultivo tienen un crecimiento marginal indicado por:

M(t) = 8e?t
Ejemplo 28 donde ¢ es el tiempo en semanas. Sabiendo que cuando =0 (al inicio del
experimento) la capa contenia 4000 esporas, ;Cudl es la funciéon que determina
el crecimiento? ;Cudntas esporas se espera que haya al iniciar la semana 10?

Solucion:

Considerando que la funcién de crecimiento C(t) es la integral de la funcién de crecimiento marginal,
entonces:

R0 =fM(t) dt
Por lo tanto:
Determinando C(t) como: C(t) = f 8e2t dt

Separando la constante y completando la integral
a partir de v = 2t y dv = 2, se tiene que:

8
C(t) = Ef e?t2dt

Resolviendo la integral: C(t) =4e%* +C

Determinando la constante de integraciéon 4000 = 42 4 ¢
sustituyendo ~ las  condiciones  iniciales 4000 = 4e° + C

t =0y C(0) =4000 en la integral y realizando 4000=4(1)+C
las operaciones correspondientes: 4000 =4+C

¢ =4000 -4 = 3996

. . . . Lo d(x™ _ . .
15 En este caso para obtener la derivada de la variable se aplica la regla de derivacién % = nx™"1, Realizando las adecuaciones

algebraicas correspondientes, se obtiene el diferencial mencionado en el ejemplo.
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Por lo tanto, la funcién de crecimiento es: C(t) = 4e?* + 3996
La semana 10 implica que t = 10. Sustituyendo C(10) = 4e2(19 4 3996
en la funcién de crecimiento y realizando las = 4¢2° + 3996
operaciones: = 4(485165195.4) + 3996

C(10) = 1940664778

Por lo tanto, a las 10 semanas habra 1940664778 esporas.

Suponga que la tasa de crecimiento de bacterias en una placa de Petri viene dada
por q(t) = 3%, donde t se mide en horas y que q(t) en miles de bacterias por hora.
Ejemplo 29 Si un cultivo comienza con 10000 bacterias. Encuentre la funciéon Q(t) que
proporcione el nimero de bacterias en la placa de Petri en cualquier momento t.
¢Cuantas bacterias habré en el plato después de 2 horas?

Solucion:

Como Q(t) es la funcién primitiva de q(t) entonces:

0 =fq(t) dt

Por lo tanto:

Determinando Q(t) como: o) = f 3t dt

Resolviendo la integral con v = t y dv = dt con 3t

la regla 24: W= In3 e
30

Determinando la constante de integracion 10 = 3 +C

sustituyendo  las  condiciones  iniciales
t =0y Q(0) = 10 en la integral y realizando las

operaciones correspondientes: 10 = o3 +C
n
. 1
Despejando C: C=10—-—5=9.08
In3
t
Por lo tanto, la funcién de crecimiento es: Q(t) = 03 +908
n
32
A las dos horas significa que t = 2. Sustituyendo Q) = 3 +9.08
en la funcién de crecimiento y realizando las "
operaciones: Q(2) =8.19+9.08 = 17.27

Por lo tanto, a las 2 horas habré aproximadamente 18 bacterias.
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Con ayuda de las formulas para la integracion de funciones exponenciales de la tabla
ACTIVIDAD 5 7, resuelve las siquientes integrales indefinidas.
1. [2.5% dx 2. [4(5%) dx
Se? X 4 p=x)2
3. [ dx 4. [(e*+e™)? dx
5. [a%? d6 6. [ 3eSe"2X cos 2x dx

Esta actividad se evaluara con el Anexo D y Anexo E.
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BLOQUE III. METODOS DE INTEGRACION

Actividad 6. Integracion por sustitucién o cambio de variable.

» Aprendizaje Esperado:
e Usa el método de cambio de variable para resolver integrales de funciones algebraicas y
trascendentes, promoviendo el desarrollo de su creatividad en situaciones de su entorno.

» Atributo (s):
¢ Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

» Conocimiento (s):
e Sustitucion o cambio de variable.

Lectura previa: Métodos de integracién: Sustitucién o cambio de variable.

Cuando una integral no se ajusta de manera inmediata a las reglas de integracion conocidas, es necesario
adecuarla a través ciertos procedimientos, con la finalidad de transformarla y usar la regla
correspondiente. En los casos simples, basta con completar la integral como hasta ahora se ha visto. Sin
embargo, para integrales de mayor complejidad son tiles los llamados métodos de integracion. Los
métodos mas comunes son:

e Sustitucion o cambio de variable.
e Integracion por partes.
e Descomposicién en fracciones parciales.

Mediante estos métodos de integracién lo que se busca es identificar algtin proceso que permita reducir
la integral a un ejercicio mas simple, es decir, se trata de obtener una integral en la cual se puedan
utilizar las férmulas ya vistas y posibilite encontrar la solucién de manera directa. Como se expone a
continuacion.

Integracioén por cambio de variable

El cambio de variable o sustitucién consiste en expresar la integral en términos de una nueva variable,
generalmente u y du, de tal manera que resulte en una expresion més sencilla que se ajuste a una de las
reglas bésicas de integracién. Este método es util para integrar expresiones de funciones compuestas

(polinomios elevados a una potencia o contenida en radicales) o funciones trigonométricas, logaritmicas
y exponenciales.

Generalmente, una vez realizado el cambio de variable si la integral resultante, tiene la forma:

[ rla@ng' @ax = [ fadu=ra +c
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Que puede resolverse a través de la regla general de las potencias o remitirse a la regla de integracion
correspondiente.

Para aplicar el método de cambio de variable se sugiere el procedimiento siguiente:

1. Identificar'® u
2. Calcular duy despejar dx. Esto puede aplicar en algunos casos.
3. Realizar el cambio de variable sustituyendo u y du en la integral original.

Resolver en términos de u la integral, aplicando la regla de integracién correspondiente.

AN

Expresar la solucién en términos de la variable original.

Observa los siguientes ejemplos:

UL Resolver [ sen 5xdx

Solucién

Como se trata de una funcion trigonométrica, u es el angulo, por lo tanto:

Identificando u: u = 5x
Calculando du: du = 5dx
Despejando dx: dx = d?u

Realizando el cambio de variable, sustituyendo

du
) sen 5xdx = | senu —
los datos anteriores: f f

5

Resolviendo la integral, “sacando el valor
constante” y aplicando la regla 7 de integracion:

fsenud—;=§fsenudu

=%(—cosu)+C

Expresando la solucién en términos de la variable 1

o = —-cos5x+C
originall”: 5
Por lo tanto: [ sen 5xdx = — gcos 5x+C

16 En una funcion algebraica, u es el polinomio que se eleva a la potencia o que esta contenido en un radical.
En una funcién trigonométrica, u es el angulo.

En una funcion exponencial, u es el exponente.

17 Sustituyendo los datos iniciales en la solucién.
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SEUNE Resolver [ xe(5°+5) dx

Solucion:

Como se trata de una funcién exponencial, u es el exponente; aplicando el cambio de variable se tiene
que:

Identificando u: u="5x%*+5
Calculando du: du = 10x dx
Despejando dx: dx = fO—L;

Realizando el cambio de variable, sustituyendo (5x245) gy — wdu _ ¢ ydu
. xe x=]xe =Je

los datos anteriores?s: 10x 10
Resolviendo la integral en términos de u, [eu du _ 1

: . Ny =—Je%du
aplicando la regla 25 de integracion: 10 10
-1 u
=ge tC
Expresando la solucion en términos de la variable _ 1, (sx%45) | ¢
original: T 10
Por lo tanto: fxe(5x2+5) dx = 1_10e(5x2+5) +C
Ejemplo 32 Xt
Solucién:

Como tenemos un polinomio dentro de un radical, podemos asignar a éste como u. Por lo que:

Identificando u: u=x*+2x+3
Calculando?® du: du = (2x + 2)dx = 2(x + 1)dx
. du
Despejando dx: dx = D
Realizando el cambio de variable, sustituyendo [ st SN fx_-l-l du_ _ [ du
los datos anteriores y cancelando el factor x + 1: VxZ+2x+3 Vu o 2(x+1) 2Vu

Res'olV1er1do la mteg?al en 't/ermmos de u, [ du _ 1 fd_? du =1 fu'% du
aplicando la regla 2 de integracién?: 2u 275 2

18 Nota que en este paso se “eliminan las x”

19 En este caso fue necesario factorizar du, aplicando la factorizacién por término comun.

20 Nota que en este caso fue necesario adecuar la forma de la integral usando las leyes de los exponentes, i e ii auxiliares
antes de la aplicacion de la regla mencionada.

34



Cuadernil.lo
Educativo

N[

=uz+C

<
NIH| XTI

1
“Cancelando” > =

N |-

Expresando la solucién en términos de la variable

1
= (2420 +3) = VAT T T34 C

original:

Por lo tanto: f\/%dxzxmz+2x+3+€
SIS Rosolver [ x/2x + 1dx

Solucion:

Por la forma de la integral, escogemos u al polinomio que esta contenido en el radical, por lo tanto:

Identificando u: u=2x+1
Calculando du: du = 2dx
Despejando dx: dx =&
2
Realizando el cambio de wvariable, — du 1 1
sustituyendo los datos anteriores: f xv2x +1ax = f xu 2 2 f xuz du

Nota que en este caso al realizar el cambio de variable atn sigue quedando la variable original, por
lo tanto, es necesario encontrar la manera en que ya no aparezca. Esta situacién lo resolvemos de la
siguiente forma:

De la identificacion de la u, despejamos x:  x = —

Retomando el cambio de wvariable

1 1 1cu-1 1
: , Sfxuwrdu==-[—-uzdu
sustituyendo x, tenemos que: 2 27 2

1 3 1
Realizando las operaciones indicadas: = % f(u—1Duzdu= % ) (uE — uE) du
. 1 3 1
Separando las integrales: =1 [ Juzdu— [uz du]
Resolviendo la primera integral en ; 5 5
términos de u, aplicando la regla 2 de [wzdu = w oo e
integracion: 2
Resolviendo la segunda integral en X 3 3
términos de u, aplicando la regla 2 de Juzdu = o
integracion: 2
5 3

3 1 > 5

Unificando los resultados 1 [ fuzdu— [uz du] =1 [E _
4 4| s 3
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. . . . 2u5/2 2u3/2 us/z u3/2
Realizando las operaciones indicadas y = — =—_

simplificando: 20 7o ¢
Expresando como radicales las potencias Ji& Vi@
fraccionarias: RETCE
Expresandf) .la solucién en términos de la _ @D e L
variable original: 10 6
5 3

Por lo tanto: [ xV2x F 1dx = \/(2916;1) _ J(2966+1) i C
SUNEC I Resolver [ sen?3x cos 3x dx

Solucién:

La expresion sen?3x de la integral, puede expresarse como (sen 3x)?; por lo tanto, la integral se puede
reescribir como:

f sen?3x cos3xdx = f (sen 3x)? cos 3x dx

Identificando u: u = sen 3x
Calculando du: du = cos3x -3 =3cos3xdx
d
Despejando dx: ¢
3 cos 3x
Realizando el cambio de variable, sustituyendo du
. sen? 3xcos3xdx = —
los datos anteriores?!: 3
. . L 1 1 ud u3
Resolviendo la integral en términos de u, — f Wdy=—- —=—
aplicando la regla 5 de integracion: 3 3 3 9
Expresando la solucion en términos de la variable sen33x
original: ) +
sen33x
Por lo tanto: f sen? 3xcos3xdx = 5

21 Nota que en este paso se “eliminan las x”
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Aplica el método de sustitucion o cambio de variable para resolver las siguientes
integrales
1. [V1—4xdx 2. [xV1-—2xdx
3. [x2(x3-1)0dx 4, [(x?>—4x+ 4)*/3 dx
5. [ cos4xdx 6. [2senx Y1+ cosxdx
7. [cosx (2senx)® 8. [ |1 +$ _3de2
9. [x%*tanx3dx 10. [ —_4(;2__4;;;_1

Esta actividad se evaluara con el Anexo F.
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Actividad 7. Integracion por partes.

» Aprendizaje Esperado:

e Usa el método de la integracion por partes para resolver integrales que involucran producto de
funciones, promoviendo el desarrollo de su creatividad en situaciones de su entorno.

» Atributo (s):

e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

» Conocimiento (s):

e Método de integracion: Integracién por partes

Lectura previa: Métodos de integracion: Integracién por partes.

El método de integracién por partes se basa en la férmula de la derivada de un producto. Es decir, si:

—[uv] =udv+vdu

dx

Haciendo el proceso inverso y en notacién de integral indefinida se tiene que:

j(udv+vdu)dx=uv 0 fudv+fvdu=uv

Arreglando la ecuacién se tiene que:

fudv=uv —jvdu

Esta expresion se conoce como la férmula de la integracién por partes.

un dia vi una vaca vestida de uniforme &

(X¥

Figura 7. Nemotecnia para recordar la formula de la
integracion partes.

La integraciéon por partes es tutil para integrales que
contienen productos que involucran potencias,
funciones exponenciales, funciones trigonométricas,
logaritmicas y funciones inversas.

El éxito de su aplicacion depende de la eleccion
apropiada de u y dv, haciendo las siguientes
consideraciones:

¢ Tomar como dv la parte mas complicada del integrando que se ajuste a una regla bésica de
integracion y como u el factor restante del integrando.

e Tomar como u la parte del integrando cuya derivada sea una funcién mds simple que u y
como dv el factor restante del integrando.

Algunos criterios de aplicaciéon se muestran en la tabla siguiente:
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Tabla 8. Criterios para asignar u y dv para algunas integrales comunes

Asignacion sugerida

Caso Forma del integrando
u dv
A. [ x"e%dx e™dx
I.  B. [x"sen bx dx x" sen bx dx
C. [x™cos bx dx cos bx dx
A. [ x™Inx dx Inx
1. B. [x"arcsen bx dx arcsen bx x"dx
C. [ x™arctan bx dx arctan bx
A. [ x"e™dx o
m.  B. [x"senbxdx X" sen bx dx
C. [x™cos bx dx cos bx dx
A. [ Inx dx Inx
1v. B. [arcsenbxdx arcsen bx dx
C. [ arctan bx dx arctan bx

Analiza los siguientes ejemplos:

Ejemplo 35 Resolver la siguiente integral usando integracion por partes: [ 3x sen 2x dx

Solucion:

De la forma de la integral, se puede aprecia que su forma se parece al caso IB de la tabla 8. Con base a
lo anterior, se procede como sigue:

Asignando u y dv (caso IB) u=3x dv = sen 2x dx

V= f sen 2x dx
Diferenciando u e integrando? dv du = 3dx

= —Zcos2
v 2COS X

22 Se aplica la regla 7 de integracion.
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Sustituyendo en la férmula de

integracion por partes: [ 3x sen2x dx = (3x) (— % cos 2 x) —f (— % cos 2 x) (3 dx)

Realizando las operaciones indicadas: = - %x cos2x + % [ cos2x dx
Resolviendo la integral indicada,
esolviendo la integral indicada = 3 cos2x42 (sean) i C
aplicando la regla 8 integracion?: 2 2\ 2
Realizando las operaciones indicadas 3 3
. P 3x sen2x dx == —=xcos2x +—sen2x + C
se obtiene que: 2 4

Ejemplo 36 Resolver la siguiente integral usando integracion por partes: [ x*e5*dx

Solucion:
Por la estructura de la integral, observamos que se puede asociar con el Caso IA de la tabla 8. Por lo
tanto:

Asignando u y dv (caso IA) u = x? dv = e®*dx
v = f e>*dx
Diferenciando u e integrando dv du = 2x dx 1
v=-—e*
5

Sustituyendo en la férmula de integracién
por partes:

[ x2e5*dx = (x?) (%es") —f (les") (2xdx)

5

Realizando las operaciones indicadas: _ % x2e5% _ % [ xe5* dx
Podemos notar que la integral resultante de la parte que corresponde a [ vdu, es decir, [ xe* dx no
se puede resolver directamente con algunas de las férmulas conocidas; sin embargo, también se
puede observar que su forma corresponde al Caso IA de la tabla 8. Por lo tanto, debe aplicarse la

integracion por partes de nueva cuenta para obtener su soluciéon, como se muestra a continuacion:

Asignando u y dv (caso IA) u=x dv = e*dx
v= f e>*dx
Diferenciando u e integrando dv du = dx
v=-—e*
5
Sustituyendo en la férmula de integracion
y & [ xe5*dx = (x) [leS"] — [Ze5% dx
por partes: 5 5
Realizando las operaciones indicadas: = éxesx - % [e5*dx
1 1(1

Resolviendo la integral resultante con la = gxesx - g(g eSx)
regla 18 y realizando las operaciones 1 1

5 — 5 5
indicadas: J xe>* dx = $X€ g — =€ g

Retomando la estructura de la integral . ,

o . . : : : 4 2 ,5x — —42,5x __ 24 5x
or1.g1na1, a Rartlr de la primera aplicacién de [ x?e>*dx = cXx%e - [ xe>* dx
la integracién por partes:

23 En este paso debe completarse previamente la integral antes de aplicar la regla 8 de integracion.
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Sustituyendo la solucién de la integral _1,2p5% _2 [—xeSx 1 eSx]
resultante: 5 515 25
Realizando las operaciones indicadas: = Ix2e5% — L yebx 4 2 o5x
5 25 125
1 2 2
Factorizando, finalmente resulta que: f x2e5%dx = = e5x (x2 - x + E) +C
MY Resolver la siguiente integral usando integracion por partes: [ arcsenx dx
Solucién:

La estructura de la integral se asocia a la forma del Caso IVB de la tabla 8. Con base a lo anterior
realizamos las asignaciones sugeridas como:

Asignando u y dv (Caso IVB) u = arcsenx dv = dx

. . . _ 1 v=|dx
Diferenciando u e integrando dv du = ———=dx

v1—x2 V=X

1

Sustituyendo en la férmula de [ aresenx dx = x arcsenx — [ x - dx
N Vi-x2

integracion partes:

Realizando las operaciones indicadas: = x arcsenx — | \/1i7dx
Reescribiendo la integral indicada: f %xzdx = [x(1—x?)"Y2dx
=~ [(1 - x})7V2(—2x)dx

Completando la integral indicada y 12
resolviendo?4: I € ~(1- xz)%

2

N | =

Por lo tanto, el resultado de la integral x A3
indicada es: / V1-x2 dx=—V1-—x
Retomando la integral inicial y

sustituyendo la solucién de la integral [ arcsenxdx = x arcsenx — (—\/ 1-—- xz) +C
indicada, se tiene finalmente que:

ACTIVIDAD 7 Aplica el método de integracion por partes para resolver las siguientes integrales

1. [xe3*dx 2. [xSe*dx
3. [3x sen 5x dx 4. [arccosxdx
5. [e*cos2xdx 6. [In3xdx

Esta actividad se evaluara con el Anexo F.

24 En este caso, se aplico la regla 5 de integracién de la tabla 4.
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Actividad 8. Integracion por fracciones parciales.

» Aprendizaje Esperado:
e Usa el método de la integracién por fracciones parciales para resolver integrales que involucran
cociente de funciones, promoviendo el desarrollo de su creatividad en situaciones de su entorno.

» Atributo (s):
e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

» Conocimiento (s):
¢ Método de integracion: Integracién por fracciones parciales.

Lectura previa: Métodos de integracion: Fracciones parciales.

_ Una funcion racional es un cociente de funciones de la forma:
o) = x5+2:3_x+1 f(x) =2E—2, donde g(x) # 0. Si el grado del pol-inom'io del
e denominador es menor que el grado del polinomio del
_ denominador, la funcién racional se llama impropia; si ocurre
B lo contrario recibe el nombre de funcién racional propia, como
of (x) = ST se muestra en la figura 8.

Figura 8. Tipos de funciones racionales, segiin el Para integrar funciones racionales impropias, basta con realizar

grado del polinomio que los conforman. la divisién algebraica e integrar el cociente obtenido. Como se

muestra en el siguiente ejemplo:

. 5443
Ejemplo 38 Resolver la integral: [ *——=— +;C+220x dx

Solucion:

El integrando es una funcién racional impropia, puesto que el numerador es de grado 5 y el
denominador grado 1. Por lo tanto, se realiza la divisién, como se aprecia en la figura 9. Por lo tanto:

Reescribiendo la integral fx5+x3—20x dx = [(x* — 2x% + 5x% — 10x)dx
x+2

Separando las integrales: =[x*dx—2[x3dx+5[x*dx— 10 [x dx

Resolviendo cada integral, se fx5+x3‘20x de= x5 oo +C
3

obtiene finalmente que: x+2 5 2
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x* 207 +5x —10x Cuando se trata de integrar una funcién propia, el método a utilizar
¥+2 | 2 ox* +x* +0x® +20x . . .
—* —2x* se conoce como la descomposicion por fracciones parciales, el cual
— +x . ., . . PR
T consiste en descomponer la funcién racional propia original en otras
R fracciones propias mas simples. Por ejemplo, la expresion:
—gf —10x
o e 6 5x-1_ 2 3
0x — Ef xX) = =
0 x2-1 x-1 x+1
Figura 9. Division aplicando el método de
Ruffini Esta expresada en fracciones simples propias, cuya suma es igual a

la funcién inicial. Para hallar las fracciones simples de una fraccién racional propia se sugiere el
siguiente procedimiento:

1. Factorizar el denominador.

2. Indicar las fracciones parciales, teniendo como denominador los factores del denominador, de
acuerdo a los siguientes casos:
FACTORES LINEALES NO REPETIDOS

Si al factorizar el denominador solo aparecen factores lineales diferentes. Para cada

CASOI factor lineal® en el denominador, indicar una fraccién parcial del tipo:
A

ax+b

FACTORES LINEALES REPETIDOS
Si al factorizar el denominador hay factores lineales repetidos, por cada expresion
CASO L. lineal repetida se indica, hasta igualar el exponente, una fraccién parcial, de la forma:

A B C N
ax+b+(ax+b)2+(ax+b)3+m+(ax+b)”
FACTORES CUADRATICOS IRREDUCIBLES NO REPETIDOS
Si al factorizar el denominador se obtiene factores cuadraticos irreducibles (ax? + b) no

repetidos?, entonces a cada expresién cuadratica le corresponde una fraccién de la

Ax + B
ax?+b

3. Multiplicar por el comtin denominador ambos lados de la igualdad y desarrollar.

4. Agrupar los términos comunes y factorizar.

5. Comparar término a término para establecer un sistema de ecuaciones igualando el coeficiente de
los términos del mismo grado.

6. Resolver el sistema de ecuaciones.

7. Reescribir la fraccién racional propia en sus fracciones parciales sustituyendo el valor de incégnita
correspondiente en cada numerador e indicar una integral por cada fraccién hallada.

8. Resolver cada una de las integrales parciales indicadas.

% Un factor lineal de la forma ax + b, significa que es un binomio cuya potencia es uno.
%6 Un factor cuadrético irreducible implica que no puede factorizarse y su solucién conduce a resultados imaginarios,
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Para los casos Il y III son de gran utilidad las siguientes férmulas:

Tabla 9. Férmulas relacionadas con fracciones parciales cuyo denominador son factores cuadrdticos irreducibles.

19. [5— 1arctan +C 20. [5— 2+2 1arctan +C 21 [ u2=iln|

2a

=l+c

a2+ 2 u-a

Analiza los siguientes ejemplos:

Ejemplo 39 Eyeeunel % dx

Solucioén

1. Factorizando el denominador: x24+5x+6=(x+3)(x+2)

2. Como los factores son lineales no repetidos,
se aplica el Caso I, indicando las fracciones
parciales como:

5x + 13 s N B
(x+3)(x+2) x+3 x+2

5x+13 A
( -4 . )(x+3)(x+2)
3. Multiplicando por el comtn denominador y \x+3)(x+2) x+3 x+2
desarrollando?”: 5x+13=A(x+2)+B(x +3)

=Ax+ 2A+ Bx + 3B

4. Agrupando los términos comunes y Sx+13 = (A+ B)x + (24 + 3B)

factorizando:
5. Comparando término a término y 5x = (A+ B)x = A+B=5
estableciendo el sistema de ecuaciones: 13 =(24+ 3B) = 2A+3B =13

6. Resolviendo el sistema de ecuaciones:

Sustituyendo B =3 enA + B = 5:

—24-2B =-10 A+3=5
(—Z)ZAA++3gii3 - 24+3B =13 A=5-3
— B=3 A=2
Por lo tanto: A=2yB=3

7. Reescribiendo la integral inicial en sus fracciones 5x+13

parciales: fx2+5x+6 - f_ dx + f_ dx
8. Resolviendo las integrales indicadas?: =2n(x+3)+3Mnkx+2)+C
Aplicando las propiedades de los logaritmos, el 5x +13 _ ) 3
resultado se puede expresar como: X2 +5x+6 dx =In(x +3)" (x +2)° +C

27 Al realizar las operaciones indicadas, nota que el denominador del lado izquierdo de la igualdad se “cancela”; mientras
que en las fracciones parciales se cancelan los factores comunes respectivos.
28 En la solucién se emplea las reglas de integracion 3 y 6 respectivamente.
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Ejemplo 40 6x°+4x?+42x+6
Solucién
1. Factorizando el denominador: x*+12x2 427 = (x> +9)(x2 + 3)
2. Como los factores son cuadraticos
irreducibles no repetidos, se aplica el 6x> +4x> +42x+6 Ax+B Cx+D
Caso 1III, indicando las fracciones (x24+9)(x2+3)  x2+49 * x%+3

parciales como:

3. Multiplicando por el comtin denominador y desarrollando®:
6x> +4x*+42x+6 Ax+B Cx+D) 5
< (x24+9)(x2% + 3) “x2+9 * x2+3>(x TN +3)
6x3 +4x?+42x+6 = (Ax + B)(x* +3) + (Cx + D)(x%? + 9)
6x3 + 4x2 + 42x + 6 = Ax® + 3Ax + Bx* + 3B + Cx> + 9Cx + Dx? + 9D

4. Agrupando los términos comunes y factorizando:

6x3+4x?>+42x+6=(A+C)x3+ (B+D)x?>+ (34+9C)x + (3B +9D)

6x3 = (A + C)x3 = A+C=6 E1
2 _ 2 _
5. Comparando término a término vy 4x” = (B + D)x = B+D=4 E2.
estableciendo el sistema de ecuaciones:  42x = (34+9C)x = 3A+9C =42 E3
6 = (3B + 9D) = 3B+9D =6 E4
6. Resolviendo el sistema de ecuaciones:
De Ely E3:
_ —34-3C=-18  gystituyendo C = 4 en E1:
(=3) A+C=6 " _  3449p=42 Y _
34+ 9C = 42 A+4=6
De donde: -
o 24 . A=2
===
De E2 v E4:
y _38_3D = —12 Sustituyendo D = —1 en E2:
De donde: B=4+1
_T6_ B=5
D = e = 1
Por lo tanto: A=2, B=5 (=4 D=-1

2 Al realizar las operaciones indicadas, nota que el denominador del lado izquierdo de la igualdad se cancela; mientras que
en las fracciones parciales se cancelan los factores comunes respectivos.
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7. Reescribiendo la integral inicial en sus
fracciones parciales:

8. Separando cada integral para resolver:

Resolviendo la primera integral con la regla 6 de
integracion de la tabla 4, con:

v=x249; dv = 2xdx
separando la constante y completando:

Resolviendo la segunda integral, con:
u=x;a=+9 y du=dxapartir de la
regla 19 de integracion de la tabla 9.

Resolviendo la tercera integral con la regla 6 de
integracién de la tabla 4, con:

v=x*+3; dv=2xdx
separando la constante y completando:

Resolviendo la cuarta integral, con:
u=x;a=+3y du=dxa partir de la regla
19 de integracion de la tabla 9.

6x3+4x%+42x+6 2x+45 4x— 1
f x4+12x2427 dx = 2+9d +f 2+3
2x dx 5dx 4xdx —1dx
- f X249 + fx2+9+ J.xz+3 + J.x2+3
2x dx 2
I =5 =57+ 2+92dx =lIn|x? + 9|
5dx dx 1 X 5 x
=5 75=5 [ﬁarc tanﬁ] =carc tan 3
f4xdx 4[ 2xdx 21n[x? + 3|
== = 2In|x
x2+3 2) x2+3
—1dx dx 1 X
i —f ok et [are tanZ]
= —ﬁarc tanﬁ

Unificando los resultados de las integrales indicadas, finalmente se tiene que:

6x3 +4x%2 +42x+ 6

dx = In|x*+9
YT i2xip 2y T Il +9l

J

1 X
—arc tan—+C

V3 V3

5 X
+§arc tan§+ 2In|x? + 3| -

Ejemplo 41 [y fw
x34+5x2+5x+25
Solucion

1. Factorizando el denominador3®:

2. Delaestructura de los factores se puede
observar que uno es lineal y el otro es
cuadratico irreducible, por lo que se
indican las fracciones parciales
combinado el caso I y II, como sigue:

3. Multiplicando por el comtn

denominador y desarrollando3!:

x3+5x2+5x+25=x%(x+5)+5(x +5)
=(x+5)(x?+5)

7x2+17x+30 _ A | Bx+C

(x+5)(x2+5)  x+5  x2+45

7x2+17x+30 A Bx+C)

—_— = +5)(x*+5
((x+5)(x2+5) x+5 245 ( )( )

7x24+17x +30 = A(x?> +5) + (Bx + C)(x + 5)
7x% + 17x + 30 = Ax®> + 54 + Bx?> + 5Bx + Cx + 5C

30 En esta factorizacion se aplic6 el método de agrupacion.
31 Al realizar las operaciones indicadas, nota que el denominador del lado izquierdo de la igualdad se “cancela”; mientras
que en las fracciones parciales se cancelan los factores comunes respectivos.
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4. Agrupando los términos comunes y

factorizando: 7x* 4+ 17x +30 = (A+ B)x* + (5B + C)x + (54 + 5C)
7x% = (A + B)x? = A+B=7 E1
5. Comparando término a término y 17, — (5B + C)x = GSB+(C=17 E2

estableciendo el sistema de ecuaciones:
30=(54+50)x = 54+45C=30 E3

6. Resolviendo el sistema de ecuaciones:

Despejando A de E1: A+B=7 = A=7-B

5(7— B) + 5C = 30
35—-5B+5C =30
—5B+5C=30-35

—5B +5C =-5 E4
Sustituyendo C = 2 en E4:

Sustituyendo A en E3:

—5B +5(2) = -5
De E2 y E4: —5B+10=-5
5B+C=17 —-5B=-5-10
SB+C=17  _, _spysc=—5 _5B = —15
—5B+5C=-5 EE——
s 6C = 12 B =15 _ 3
De donde: -5
o 12 ) Sustituyendo B = 3 en E1:
T 6 A+3=7
A=7-3
A=4
Por lo tanto: A=4 B=3 (=2
7. Reescribiendo la integral inicial en sus 7x2+17x+30 _ 4 | 3x+2
fracciones parciales: (x+5)(x2+5)  x+5  x2+5
. 4dx 3x dx 2dx
8. Separando cada integral para resolver: =[—+] f

x+5 x2+5 x2+5

Resolviendo la primera integral con la regla 6 4 p
de integracién de la tabla 4, con: f rax _ 4 2 4in|x + 5|
xX+5 xX+5
v=x+5; dv=dx

Resolviendo la segunda integral, con la regla 6 3 dax xdx 3 ~2xdx 3 )

dela tabla 4 considerandou = x2 + 5,y du = fm = fm = Efm = Eln|x + 5l

2xdx, separando la constante 'y

completando:

Resolviendo la tercera integral, con: 2dx dx 1 x 2 x
u=x;a=vV5 y du=dx a partir de la fm - fo2+5 =2 [ﬁarc tan\/_E] = Fare tang

regla 19 de integracion de la tabla 9.

Unificando los resultados de las integrales indicadas, finalmente se tiene que:

j 7x% +17x + 30

3 2V5 V5x
=4 — 2 - -
X3+ 5x2 + 5x + 25 dx In|x + 5| +Zln|x + 5|+ arc tan +C

5 5
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ACTIVIDAD 8 Aplica el método de integracion por fracciones parciales para resolver las siguientes
integrales
36+2x 3x2—x-43
fx2—3x—40 dx 2. fx3—x2+8x—8 dx
x3-2x2+6x+11 2x-3
3' f x4—3x2-4 dx 4. fxz—Sx—6 dx

Esta actividad se evaluara con el Anexo F.
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BLOQUE IV. INTEGRAL DEFINIDA Y APLICACIONES

Actividad 9. Notacién sigma

» Aprendizaje Esperado:
e Usala notacién y las propiedades de la sumatorias para determinar sumas finitas e infinitas

» Atributo (s):
e Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades.
e Expresaideas y conceptos mediante representaciones lingtiisticas, matematicas o graficas.

» Conocimiento (s):
¢ Notacion sigma

Lectura previa: Notacion sigma

La notacion sigma es una notacion matematica que permite representar la suma de muchos términos o
incluso infinitos sumandos, evitando el empleo de los puntos suspensivos. El simbolo usado para
expresarlo es la letra griega ~. Algebraicamente se representa como:

La expresion de la izquierda se lee como “la sumatoria de

ai — a1 + a2 - an a; desde uno hastan”. Donde:

- i eslavariable y representa el valor inicial, llamado limite
=1 inferior.

Figura 10. Definicion algebraica de la sumnatoria ) L. )

n es valor final, llamado limite superior.

a; representa la expresion algebraica que define cada término de la suma, es decir, el término general.

En la sumatoria debe cumplirse que i < n y n es un nimero natural.

Algunas propiedades de la notacion sigma son:

Tabla 10. Propiedades de las sumatorias.

REPRESENTACION 2
PROPIEDAD ALGEBRAICA INTERPRETACION
< C C La sumatoria de una suma de términos es igual a la
4+ = 4 .
L ;(al +h) L hit ; % sumatoria de cada uno de los términos.
n n La sumatoria del producto por el término general es
2. Z c(a;)) =c z a; igual al producto del valor constante por la sumatoria
i=1 i=1 del término general.

Para determinar de manera especifica el valor de una suma a partir de la sumatoria, son ttiles las
siguientes férmulas.
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Tabla 11. Formulas de la sumatoria para algunos niimeros naturales.

Sumatoria Formula
n
1. De la unidad: Z 1=n
i=1
n
2. De una constante: Z c=cn
i=1
, o n(n + 1)
3. De los niumeros naturales: Zl = 1+2+3+---+n=T

i=1
n
4. Del cuadrado de los nimeros naturales: Z i2=124224324...4n2=
i=1
n
5. Del cubo de los nameros naturales: Z i3=13+224+33+--+n3=
i=1
n
6. De una constante, sii =0 Z c=cn+1)
i=0

nn+1)2n+1)
6

n?(n + 1)2
4

La obtencién de una suma puede realizarse mediante la notacion sigma a través de las propiedades o
en su forma desarrollada, segtin la cantidad de términos que deban sumarse. En caso de que el nimero
de sumandos sea infinito, el valor de la sumatoria es su limite cuando n tiende a ©0 como se muestra en
los siguientes ejemplos:

Ejemplo 42 Calcula la siguiente suma Y3_5 i*

Solucién: En este caso se puede apreciar que el nimero de sumandos son tres, de manera que i toma
valores desde 3 hasta 5. Por lo tanto:

5

Resolviendo en su forma desarrollada: Z i*=3%4+4*4+5* =814 256+ 625 = 962
i=3
5
Luego entonces el valor de la sumatoria: z i* =962
i=3
Ejemplo 43 Calcula la siguiente suma Y4 1:_21
Solucion:

Puesto que los sumandos son infinitos, nos conviene hallar el valor de la suma a través de las
propiedades y férmulas antes mencionadas. Por lo tanto:
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Como la variable es i, entonces consideramos que  n

n

% es una constante. Aplicando la propiedad 2 de Z —({+1)= Z (i+1)

la tabla 9: i=1

. . 1
Aplicando la propiedad 1 de la tabla 9: =
Aplicando las formulas 3 y 1 respectivamente de _ 1
la tabla 10.  n?

li=1

Realizando las operaciones indicadas en los corchetes:

=1
r n

)

i=1

D+

|

2

[n(n+ 1) N n]

1 n2+n+ _1[n®+n+2n] 1[n*+3n n(n+3) n+3
n%| 2 o =y 2 - n? 2 ~n?
n
1 n+3
Por lo tanto: Z—z(l =
lun 2n
i=1
+3 3
Aplicando el limite32: . n+3 n T+
lim = = ==
n-ow 21 2n 2
n
n
L t 2 L
uego entonces: — ==
& L nz 2
=

siguientes sumatorias

ACTIVIDAD 9

Aplica las propiedades y las formulas correspondientes para hallar el valor de las

4
1.2 i*
=1

i i=1

ETE

Esta actividad se evaluara con el Anexo G.

32 Realizando la divisién de la funcién entre la variable de mayor potencia (en este caso n) y aplicando el limite especial:

. 1
lim==0
n-oon
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Actividad 10. Aproximacion del area bajo una curva

» Aprendizaje Esperado:
e Aplica la integral definida para obtener areas bajo la curva de funciones que se relacionen con
situaciones de su entorno promoviendo el desarrollo de su creatividad.

» Atributo (s):

e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

» Conocimiento (s):
e Aproximacion del area bajo una curva

Lectura previa: Método Exhaustivo

Dos problemas geométricos motivaron a las dos ideas méas grandes del calculo:
e El problema de la tangente nos condujo a la derivada.
e El problema del drea nos llevara a la integral definida.

Para las regiones de drea limitadas por curvas, el problema de obtener su area representa un cierto
grado de dificultad. Sin embargo, este problema fue resuelto hace mas de 2000 afios por Arquimedes a
través del método exhaustivo. La idea basica de Arquimedes fue considerar una sucesion de poligonos
inscritos en el interior de la region, que se aproximaba al drea de la region curva con una precisién cada
vez més grande. Tomando como ejemplo un circulo de radio r y considerando
poligonos inscritos regulares de cada vez de mayor nimero de lados, como se
muestra en la figura 11, se puede concluir el area del circulo es el limite cuando
N — o de las areas de enésimo poligono FB,, donde n es el nimero de lados,
es decir:
Ac = lim Ap

n—oo

A partir de lo anterior, la aproximacién del area de

Figura 11. Aproximacion del ~ una regién curva se puede estimar si ésta es una ]
drea de un circulo region cerrada, es decir, debe estar acotada por las |
| R

rectas verticales x = a, x = b que intersecan al eje X, y por la gréfica de una | Area
funcién f que es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], como se |

muestra en la figura 10. J| a b

Para estimar el valor del drea de una regién con las condiciones anteriores, se . S .
Figura 12. Idea intuitiva del drea

sugiere el siguiente procedimiento: bajo una curva
%

1. Trazar la gréfica de la region y dividirla en partes iguales (trazar rectdngulos inscritos o

circunscritos segtn el caso).

2. Calcular la longitud de la base de cada rectangulo como: Ax = ?

3. Determinar la altura de cada rectangulo, sustituyendo los valores (x;) iniciales o terminales de su
base correspondiente en la funcion dada.
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4. Calcular el area de cada rectéangulo a partir de Ag, = Ax - f(x;)

5. Sumar las areas obtenidas para estimar el area de la regién dada.

Si el procedimiento se realiza mediante rectangulos inscritos, el drea estimada se llama Suma del limite
inferior (Ay), este valor es menor que el 4rea real de la region. Mientras que, si se procede mediante
rectangulos circunscritos, el drea estimada se conoce como Suma del limite superior (Ag,, ), cuyo valor

es mayor que el area real de la region, por lo que se puede concluir que:
Appg < Ap < Agyp

Observa el siguiente ejemplo:

Hallar el drea aproximada de la region acotada por la grifica de f(x) = x* — 4, el eje x,
IS Z I o el intervalo [2,4] y dividiendo la regién en 5 partes iguales, usando rectdngulos
inscritos y circunscritos.

Solucion:
De los datos dados se sabe que: 12
a=2;b=4;n=5 10
Calculado la longitud de la base de cada rectangulo: 8
Ao t2 2 : fl@)=2"—4
X =—=—

5 5 4
Usando rectangulo inscritos: )
Considerando rectangulos inscritos el area de la

.. . . 0 1 2 12 14316 18 g

region queda dividida como se muestra en la figura 5 / 5 5 5 5

de la derecha. Nota que con el nimero de divisiones se obtiene cuatro rectingulos y que la altura de
cada uno estd determinada por el valor de lado izquierdo de cada subintervalo.

Para facilitar el procedimiento elaboramos la siguiente tabla:

Rectangulo Base Valor inicial Altura Area
R; Ax X f(xi) Ax - f(x;)

2 12 12 12\2 44 2 44 88
ST YR R
5 5 5 5 25 5 25 125
2 14 14 142 96 2 96 192
SRR R R NS R
5 5 5 5 25 5 25 125
g 2 16 16\ (16\° 156 2 156 312
5 5 f(?)‘(?) =75 5 25 125
1 2 18 18 18\2 224 2 224 448
5 5 f(?>:<?) 4= 5 25 125

104

Suma de las areas ﬂ

125
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1040

Por lo tanto, la Suma inferior del érea de la region es S;,r = e

u? o Smf—832u

1 Usando rectangulo circunscritos:

10

e Flo) = 2® — 4 Considerando rectangulos circunscritos el area de la region
5 queda dividida como se muestra en la figura de la izquierda.
¢ Observa ahora que se genera un rectangulo mas en la region y
: P que las alturas estan definidas por los valores terminales de
0 i /z 12 12316 18 4 cada subintervalo.

- 5 5 b 5

De la misma forma que en el caso anterior, elaboramos la tabla siguiente:

Rectangulo Base Valor inicial Altura Area
R; Ax X; f(xz) Ax - f(xi)
2 12 44 2 44 88
o EEeE e
5 5 5 5 25 125
2 14 2 6 2 96 192
SRR N R RS I
5 5 5 5 25 125
2 2 16 16\ (16\? 156 2 156 312
5 5 f(?)‘(?) ~t= s 5 25 125
4 2 18 18\ 18\ 224 2 224 448
5 5 1(5)=(5) =% 5 25 125
2 2 24
5 - 4 4)=(4)?2-4=12 =-12 =
z f4)=4) = =
328

Suma de las areas —
25
328
25

De los dos procedimientos realizados se puede concluir que el drea de la region se encuentra entre los

Por lo tanto, la suma superior del area de la region es S, = u? 0 Sgp = 13.12u?

siguientes valores:

Ul <Ag <2 u? o 832u? < Ap < 13127

Por consiguiente, estimando el valor como el promedio de los valores se tiene que Ag ~ 10.72 u?.

Determina el drea aproximada de las regiones a partir de las condiciones dadas. Usa
rectangulos inscritos y circunscritos en cada caso. Usa algiin graficador para generar

la figura.

ACTIVIDAD 10

1. f(x)=4x+5 x=2, x=5yn=5 2. f(x)=4-x% [-2, 2lconn=6

Esta actividad se evaluara con el Anexo G.
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Actividad 11. Suma de Riemann

» Aprendizaje Esperado:
e Reconoce la importancia de la Suma de Riemann para determinar dreas bajo una curva como
antecedente de la integral definida.

» Atributo (s): /
e Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades.

e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingtiisticas, matematicas o gréficas.

» Conocimiento (s):
e Suma de Riemann

Lectura previa: Suma de Riemann

La suma de Riemann® es la generalizacion del método exhaustivo para
aproximar el valor del drea de una region delimitada por una curva, a partir de 7
dos conceptos basicos: la notacion sumatoria y el limite. 7
Hasta este punto, hemos podido aproximar el drea de una regién delimitada por

una funcién fy acotada por el eje X y el intervalo [a, b], dividiéndola en n

rectangulos.

&\

M; b
Rectangulos circunscritos

Observamos en el procedimiento que, al usar rectdngulos inscritos, la altura de f(z)
dicho rectangulo est4d determinada por los valores de los extremos izquierdos de
cada subintervalo; mientras que, en los rectangulos circunscritos, dicha altura
esta definida por los extremos derechos de cada subintervalo, como se muestra
en la figura 13.

“ m: b
Rectangulos inscritos
Si el extremo derecho de cada rectangulo circunscrito se define como M; e i

representa el lado terminal de dicho rectangulo, entonces M; = a + (4x)i.

De la misma manera, si el extremo izquierdo de cada rectangulo inscrito se
define como m;, entonces: m; = a + (i — 1)4x. =)
De lo anterior se puede concluir que:

Rectangulos inscritos = Rectangulo circunscrito

a i—1 i b
Altura f(mz) f(Mz) Figura 13. Condiciones de la
P altura segin el tipo de
Area f(m)Ax f(M;)Ax rectingulo.

area total s(n) = zf(mi)Ax S(n) = Zf(Ml-)Ax
i=1 i=1

3 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Matematico aleman que en contribuy6é a muchisimas ramas de las
matematicas. Dentro del célculo infinitesimal se pueden encontrar las Integrales de Riemann, Aproximacién de Riemann,
Meétodo de Riemann para series trigonométricas, entre otras. matrices de Riemann de la teoria de funciones abelianas,
funciones zeta de Riemann, hip6tesis de Riemann, teorema
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A la suma de las areas de los rectangulos inscritos se le llama suma inferior s(n) y a la suma del 4rea de
los rectdngulos circunscritos se le denomina suma superior S(n).
En ambos casos el valor del area son las mismas.

A partir de lo anterior, la suma de Riemann establece que “si f definida en un intervalo cerrado [a, b]
y sea A una particion de [a,b] dada por: a = xo{x1(x2(... (xp_2(x, = b. Donde AX; es lalongitud del i-

ésimo subintervalo y si ¢; es cualquier punto del i-ésimo subintervalo, entonces la suma:
n
Yizy fe)Ax; Xi-1 < € S X;
Es la Suma de Riemann asociada a la particion A”.

Luego entonces el area de la region limitada por la grafica def, el eje x y las rectas verticales x = a y

x = b es:
n

Area = lim ) f(c)Ax, xj_1 <c¢; <x;
n—oo
i=1

Donde f es continua y no negativa en el intervalo [a, b] y 4x = b%a.

En dicha expresion si se toman los valores izquierdos ¢; = m; = a + (i — 1)Ax; si se toman los valores
derechos del subintervalo, entonces: ¢; = M; = a + iAx.

La eleccion de x en el i-ésimo intervalo no afecta el limite, lo cual deja a libertad elegir un valor arbitrario
de x en cada subintervalo, por lo que se puede tomar los extremos derechos o izquierdos. En ambos
casos el valor del area es la misma.

Para obtener el drea aplicando la suma de Riemann se sugiere el siguiente procedimiento:

1. Determina Ax con los datos iniciales dados.
Decidir el extremo del subintervalo a utilizar y determina c;.

Determinar f(c;) sustituyendo c; en la funcién f(x). Realiza las operaciones indicadas.

= LN

Determina f(c;)Ax y realiza las operaciones indicadas.
Aplica la notacién sigma a f(c;)Ax y aplica las propiedades y férmulas correspondientes.

6. Aplica el limite a la sumatoria para obtener el drea de la region.

Observa y analiza los siguientes ejemplos:
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Hallar el drea de la region acotada por la grifica de f(x) = x? — 4, el eje x, en el intervalo

Ejemplo 45

[2,4], aplicando la suma de Riemann. Usando el extremo derecho e izquierdo de cada
subintervalo.

Solucién:
I.  Usando el extremo derecho de cada subintervalo, es decir, ¢; = M; = a + iAx. Por lo tanto:

Datos fX)=x>—-4;a=2;b=4

Calculando Ax

2. Calculando ¢; ;=241 (3) =2+2
n n
3. Calculando f(c;) N — 20\% _, _ 8i  4i? 8 4i®
i flep=(2+2) —4=4+2+204=24 0
8i 4i*\2 16i 8i?
4. Calculando f(c;)A4x ) S BT B T
l fledax P 3 Py A
5. Aplicando la notacién sigmay n " ei 8i? " 6 812
aplicando la propiedad 1 de la Z flc)Ax = Z (—2 + —3> = Z — —
tabla 10 i=1 A\ n = ="
Aplicando la propiedad 2 de la 16 i 4 8 zn: .
tabla 10. T n2y ' n3 !
=1 =1
Aplicando las formulas 3,4y 1 16[n(n+1) 8 [n(n+1)(2n+1)
P y _ +
respectivamente de la tabla 11. " n? 2 n3 6
Realizando las operaciones _16(n*+n N 8 (2n®+3n%+n
indicadas: 2\ 2 n3 6
6. Realizando las operaciones n 16 2\ 8 om 4 302 + 1
indicadas, reacomodando y lim Ef(cl-)Ax =5 lim ( 2 ) + Z lim ( 3
n—-oo n—-oo n—-oo
aplicando limite: i=1

Calculando el limite34:

4 8
B(1)+5(2) =8+

3

Por lo tanto, el 4rea real de la region dada es A = % u? o A =10.66u?

34 Para determinar el limite se aplica el criterio de la relacién entre el grado de numerador y grado del denominador. En este
caso como ambos grados coinciden, entonces el limite corresponde al cociente entre los coeficientes de los términos principales

del numerador y el denominador.
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Usando el extremo izquierdo de cada subintervalo, es decir, ¢; = m; = a + (i — 1)Ax.

Procedemos como sigue:

Datos f)=x*—4;a=2,b=4
1. Calculando Ax Ax=22=2
n n
_ . 2\ _ 2(i-1)
2. Calculando ¢; ci=2+({—-1) (Z) =2+ -
3. Calculando f(c;) y realizando las operaciones indicadas:
P P 2 P .2_ .
f(cl) _ (2 + 2(i— 1)) —4=4+ 8(ln 1) + 4(ln21) 4= 8(ln 1) n 4(i T;H-l)
4. lcul A _(8(i-1) | 4(i%-2i+1)\2 _ 16(i—-1) , 8(i*-2i+1)
Calculando f(c;)Ax Fle)dx = ( =+ ); ===+

5. Aplicando la notacién sigma y aplicando la propiedad 2 y 1 respectivamente de la tabla 10:

n

Zf(ci)ﬂx _ Z (16(;2— 1) 8(1 —n21 + 1)) 162(1 _p+l Z(l it )

i=1 i=1
Aplicando 1 iedad 1 SR 8 [ SR
icando la propieda en
iemde & o DI I ) O YOO o
cada sumatoria: n3 |4 c ;
i=1 i=1 =1 =1 =1

Aplicando las férmulas 2, 3 y 1 respectivamente de la tabla 11.

n(n + 1) 8 [n(n+1)(2n+1) n(n+1)

Z f(c)Ax 3 G -2 — +n
Realizando las operaciones 16 (n® +n 8 (2n®+3n%+n (4 m) +
indicadas: " n? 2 " 3 6 T

_16(n’*+n—2n 8 (2n®+3n*+n N
e 2 n3 6 nonwn

16 (n> —n N 8 /2n3 + 3n? 4+ n — 6n?
n2 2 n3 6

Reacomodando en términos 16 (n® —n N 8(2n3—-3n%+n
den: ) n? 6 n3
n
, e _ o (n?—=n\ 4 [2n®-3n’+n
6. Aplicando el limite lim ) f(c;)4x =8 lim + = lim | ————
n—00 / . n-oo n2 3 n-oo n3
=
7. Calculando el limite: =38(1) + % 2) =8+ g = 33_2

58



Cuademil‘lo
Educativo

Por lo tanto, el 4rea real de la region dada es A = % u* o A =10.66u?

Nota que se llegan al mismo resultado en ambos procedimientos.

Determina el drea las regiones delimitadas por las funciones indicadas, el eje X y en
los intervalos dados, aplicando la Suma de Riemann. Usa el valor del extremo que
consideres. Compara tu resultado con los obtenidos en la actividad 4.2

ACTIVIDAD 11

1. f(x)=4x+5; [2,5] 2. f(x)=4-x% [-22]

Esta actividad se evaluara con el Anexo G.
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Actividad 12. La integral definida

» Aprendizaje Esperado:
e Aplica la integral definida para obtener areas bajo la curva de funciones que se relacionen con
situaciones de su entorno promoviendo el desarrollo de su creatividad.

» Atributo (s):
e Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades.
e Expresaideas y conceptos mediante representaciones lingiiisticas, matematicas o graficas.

» Conocimiento (s):
e Laintegral definida

Lectura previa: Definicion de integral definida y el Teorema fundamental del calculo.

El limite propuesto por Riemann para obtener el area de una region se conoce como integral definida.
Algebraicamente se denota como:

n

b
A= rlll_r)go flc)Ax = ff(x) dx

i=1

Donde a y b, los extremos del intervalo, se conocen como limites de integracion inferior y superior
respectivamente. La expresion anterior corresponde al valor del drea de una region siempre y cuando
la funcién esté definida en el intervalo [a,b] y el limite de la suma de Riemann exista.

El valor de una integral definida se obtiene a partir del Teorema Fundamental del calculo, es decir:

b
[rw=re o= rt)-F@
Donde F(x) es primitiva de f(x).

Evaluar una integral definida significa integrar la funcién y sustituir los limites de integraciéon. Como
se muestra en los siguiente ejemplos:

Ejemplo 46 Evaluar f_21(4x — 6x%)dx

Solucién:
2 4x?  6x31°
Resolviendo la integral f (4x — 6x23)dx = [% — %
-1 -1
realizando las operaciones indicadas: = (2x2 = 2x3) |2
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Sustituyendo los limites de integracion: =[2(2)2 - 2(2)3] - [2(-1)? = 2(-1)3]
Realizando las operaciones indicadas: =[8—-16]—-[2+2]=(-8)—(4)
2
Por lo tanto: f (4x — 6x*)dx = —12
-1

LRV Fooluar [ (x° — 12x7 + 45x + 20)dx

Solucion:

6 * 12x%  45x? °
Resolviendo la integral f (x3 —12x? + 45x + 20)dx = [% — 3x + Zx
2

+ ZOx]
2

realizando las operaciones

I E S B L%
indicadas: - [4 4x” + 2 +20x]

Sustituyendo los limites de integracion:

6 6)* 45(6)
(x3 —12x% + 45x + 20)dx = ©r_ 4(6)3 + ©)
4 2
2

@* 45(2)?
7 Nt

Realizando las operaciones = (324 — 864 + 810 + 120) — (4 — 32 + 90 + 40)
indicadas: = (390) — (102)

+ 20(6)] - [ + 20(2)]

6
Por lo tanto: _[ (x3 —12x% + 45x + 20)dx = 288
2

. 3_
Ejemplo 48 Evaluar f: 2x x_52x+3 dx

Solucion:

Puesto que la funcién es racional impropia, reescribimos la funcién aplicando previamente la division
de polinomios, como se muestra en la figura de la derecha.

Reescribiendo la J'4 2x3 —5x+3 dx = f4 (
3 3

9
: , 2x2+4x+3+—)dx
integral: x—2

x—2
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Resolviendo la

2x3 4
— 2 _
integral35: = [ 3 -+ 2x“+3x+9 ln(x 2)]3

Sustituyendo los limites de integracion:

4 2x3-5x+3 2(4)3 5 2(3)3 5
f S —dx= +2(4)2 +3(4) +9In(4 ~ )|~ | =5 +2(3)? +3(3) +9In(3 - 2)
3 _
. 128
Realizando las = [— +32+12+ 6.2383] —[18+ 18 +9 + 0]
operaciones 3
indicadas: = (92.905) — (45) = 47.905
4 2x3-5x+3
Por lo tanto: f ——— X dx = 47905
Ejemplo 49 s ’* sec?xdx
Solucién:
/4
Resolviendo la integral f sec?xdx = tan x]’OT/ *
0

/4 T
Sustituyendo los limites de integracién: f sec?xdx = tan (Z) — tan(0)
0
Realizando las operaciones indicadas: =1-0

/4
Por lo tanto: J sec’xdx =1
0

Observa y analiza el siguiente ejemplo, donde resuelve la integral definida aplicando el método de
integracion por sustitucion o cambio de variable.

Ejemplo 50 Epiins f:\/Zx + 1dx

Solucién:

du
Identificando u, duy despejando dx: u=2xe+l; du=2dx;de=-

Cuando:
x=0=u=20)+1=1

Cambiando los limites de integracion: x=d=u=2A)+1=9

35 En caso de que al determinar la integral indefinida obtengamos una funcion que incluya logaritmos en su resultado, por lo
regular se considera el valor absoluto del argumento, pues en este tipo de funciones el argumento debe ser positivo (ni siquiera
puede ser cero).
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4 1 9 1 9
Realizando el cambio de variable: f V2x + 1dx = = f Yudu :E f ul/2du
0 1
2 u3/? 9
Resolviendo la integral en términos de u: = § u3/?2 = [T] i

1
2
(9)3/2 (1)3/2
Sustituyendo los limites de integracién: f V2x + 1dx = l ] l ]

Realizando las operaciones indicadas:

? §
* 26
Por lo tanto: f V2x + 1dx = 3
0

Nota que, en este ejemplo, no es necesario expresar el resultado en términos de la variable original, ya
que los limites de integracion se adecuaron para la variable u.

Ejemplo 51  senme flzxélnxdx

Solucion.

Puesto que la integral no se asocia de manera directa con las reglas de integracion, pero es un
producto de funciones, entonces aplicamos la integraciéon por partes.

Asignando u y dv u=Inx dv = x®dx
1 v = f x®dx
Diferenciando u e integrando dv du = —dx 7
x - —
vz— Z
Sustituyendo en la férmula de integracién 2 x7 2x7 1
. Inxdx =|lnx-——| —-—dx
por partes: 1 7 1 7 ox )
x7 1 ?
Realizando las operaciones indicadas: = [71nx —z f xedx]
1
Resolviendo la integral indicada y x7 1277 1 ; X7
P . ] = —lnx——-— ==|x"lInx ——
actorizando: 7 7 7 7 71,
2 1 17
Sustituyendo los limites de integracion: f xClnxdx = 7 [27 In2—-—|-2 [17 In1-— —]
1
. . . . . 1
Realizando las operaciones indicadas: == [ 128(0.69) — _] [ (0) — _]
_1 [88.72 — 18.28] ! 1]
~7 7L 7
1[7044] o 1006+ 0020
7 49 '

2
Por lo tanto: f x®Inxdx =~ 10.08
1
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Evaliia con el Teorema fundamental del cdlculo las siguientes integrales definidas.
3 Zx?+1
1..f (3x% + x — 2)dx 2.f —dx
0 1 X
/2 3
3.[ sen®xcosxdx 4.f xV1 + xdx
0 0
1 1
5..[ (2x — 1)?%dx 6.f (x*/3 + 4x1/3)dx
0 -1

Esta actividad se evaluara con el Anexo G
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ACTIVIDAD 13. Area bajo una curva.

» Aprendizaje Esperado:
e Aplica la integral definida para obtener areas bajo la curva de funciones que se relacionen con
situaciones de su entorno promoviendo el desarrollo de su creatividad.

» Atributo (s):
e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingiiisticas, matematicas o gréficas.
o Utiliza las tecnologias de la informacién y comunicacién para procesar e interpretar
informacion.
e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

» Conocimiento (s):
e Area de regiones planas

Lectura previa: Area bajo una curva
En el tema anterior nos familiarizamos con el procedimiento de evaluar una integral definida, de tal

manera que obtuvimos valor en cada caso. Sin embargo, hay que ser cautelosos al momento de asociar
una integral definida con el 4drea bajo una curva. Observa la figura 14 y su relacién con la siguiente

integral:
1
f (x3 + 6x% + 3x — 10)dx
-5
L Si resolvemos la integral definida, el valor obtenido corresponderia al
area de la pardbola que pasa por los extremos del intervalo, pero no
corresponde a la funcién que define a la integral en el intervalo
Figura 14. Grifica de la funcion [-5,1].
f(x) =x3 +6x? +3x — 10 De esta manera podemos decir, que para que una integral represente

un area, es necesario analizar su comportamiento grafico en el intervalo dado. En el caso de la integral
analizada, el area estd representada por dos integrales definidas de la forma:

2 -2 1
A= -[ (x3 + 6x2% + 3x — 10)dx =f (x3 4+ 6x2% +3x — 10)dx + f (x3 4+ 6x2% + 3x — 10)dx
-5 -5 -2

Con base a lo anterior, podemos concluir que para determinar el drea de una regién para una curva
debe considerarse lo siguiente:

e La gréfica de la funcién en el intervalo.

e Sila gréfica presenta intersecciones con el eje X y éstas se encuentran dentro del intervalo, se
debe calcular el area desde el extremo inferior del intervalo hacia cada una de las intersecciones
hasta finalizar con el extremo derecho de dicho intervalo.

e Siel 4rea estd por encima del eje X, ésta se considera positiva.

e Si el area esta por debajo del eje X, ésta se considera negativa por su posicién, pero no por su
valor. En este caso se toma el valor absoluto de dicha area.
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Observa y analiza los siguientes ejemplos:

Ejemplo 52 Calcula el &rea limitada por el eje X, las rectas verticales x = —2, x = 3 y la funcién
fx)=x%+3
Solucién:
Trazando la gréfica en el intervalo [-2, 3], se obtiene la figura de
la izquierda. Por lo que se puede apreciar que el area es una
sola ya que no presenta intersecciones con el eje X, es positiva y
flz) 52 su valor estd definida por una sola integral definida:
3
A= f (x2 + 3)dx
-2 1 0 1 2 3 2
3 X3
Resolviendo la integral: f (x% +3)dx = 3 + 3x
-2 2
. s 3 3 -2 3
Sustituyendo los limites de _ [( ) N 3(3)] _ [( ) N 3(_2)]
integracion: 3 3
i i —26 26 80
Realizando  las  operaciones — 18— [ ] _1g+22_%
indicadas: 3 3 3

3 80
Por lo tanto, el 4rea delaregiones: A = f (x? +3)dx = 3 u?
-2

RS IN  Fricuentre el drea de la region R bajoy = x* — 2x3 + 2 entrex = =1y x = 2.

Solucion:

La gréfica de la region R se muestra en la figura de la izquierda.

De la misma manera que en el ejemplo anterior, se puede observar que el 4rea
es una sola en el intervalo dado, por lo que su valor esta determinado por la
integral:

2
A= f (x* —2x3 + 2)dx
-1

Por lo que procedemos como sigue:

2 x5 2yt 2
Resolviendo la integral: A= f (x* —2x% + 2)dx = [? T + Zx]
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Sustituyendo los limites de (2)5 B (2)4 i (2)]
integracion: 5
Realizando las operaciones _ (g _ E 4) B (
indicadas: 5 2
_ (12) ( 25)
~\5 10
_1z 2551
T 5 10 10

2
Por lo tanto, el &rea delaregiones: A = f (x* —2x3 + 2)dx =
-1

Eu

<”5(”4x14
1 1
57272

2

2
ST Encuentre el drea de la region acotada por y = x? —4,,elegjex, x =-2y x =3,

Solucién:
La gréfica de la funcién en el intervalo dado se muestra en la
figura de la derecha.

Observa que el area se encuentra por debajo del eje X, porlo que -

se considera negativa3 por su posicién, pero no en su valor.
Asimismo, el 4rea es una sola en el intervalo dado y su valor
queda determinada por la integral:

3 x2
ae (£ -4)a

Por lo tanto, procedemos a resolver:

3 /x2
Resolviendo la integral: A=— f <? - 4) dx = f

Sustituyendo los limites de
integracion:

Realizando  las  operaciones

indicadas: 9
64
--(-75)
64 145
~77 9 79

f@) =2 /

36 El drea es un nimero no negativo. Si la gréfica de y = f(x) esta por debajo del eje X, entonces f; f(x)dx es un nimero

negativo y, por lo tanto, no puede ser un drea. Sin embargo, sélo es el negativo del area de la regién acotada por y = f(x),

x=a x=byy=0.
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Por lo tanto, el area de la region R 2 145

=—u
es: 9
Ejemplo 55 Calcular el area definida por la integral fon sen 2xdx
Solucién:
N La grafica de la funcién en el intervalo dado [0, ], muestra que la
curva presenta una interseccién con el eje X, lo que significa que el
051 A, / area en dicho intervalo estd compuesta por dos regiones:

e Elérea A;, que esta definida en el subintervalo [0,%], y

ml

s A e El drea A,, definida en el subintervalo [g,n].

Esta tiltima &rea por su posicion se considera negativa. Por lo tanto, el
area de la region se obtiene como:

T

2 Tl'
A=A4,—A, = j sen 2xdx —f sen 2xdx =
0 z
n . . s . s
. . 3 ) 2
Resolviendo la integral ambas A= j sen 2xdx —j sen 2xdx = —=cos 2x| —|—=cos 2x
integrales: 0 z 0 2 0
1 71 "
. . >
Realizando las operaciones A=—=cos 22" +Zcos 2x
indicadas: 2 o 2 z
i {mi 1 my 1 1 1 s
Sustituyendo los limites de a=]-Zcos2 (_) + = cos 2(0)] n [_ c0s 2(1) — = c0s 2 (_)]
integracion: L 2 27 2 2 2 2

i i 1 1 1 1
Realizando las  operaciones  _[_2 cos() + = cos (O)] n [_ cos 2() — = cos n]
indicadas: L 2 2 2 2

= i_%(_n +%(1)] + B(l) —%(—1)]

_'1 1 1 1_1 1=2
=[5 ol tl3ral=101=

Por lo tanto, el area de la region

A=2u?
Res: U

68



Cuademil.lo
Educativo

ACTIVIDAD 13 Dadas las siguientes figuras, determina el drea sombreada.

A y=x3+1 B. f(x)=x3—x+2

o

fy=x+1 EN

a==6a

Esta actividad se evaluara con el Anexo G
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ACTIVIDAD 14. Area entre dos curvas.
» Aprendizaje Esperado:

Aplica la integral definida para obtener areas bajo la curva de funciones que se relacionen con
situaciones de su entorno promoviendo el desarrollo de su creatividad.

» Atributo (s):

Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingtiisticas, matematicas o gréficas.
Utiliza las tecnologias de la informacién y comunicacién para procesar e interpretar
informacion.

Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de
sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

» Conocimiento (s):

Area entre dos curvas.

Lectura previa: Area entre dos curvas

De manera similar a como se obtiene el area bajo una curva con la
integral definida, es posible determinar el area entres dos curvas, a

¥y=fix)

partir de las siguientes condiciones:

“Si f(x) y g(x) son dos funciones continuas en el intervalo [a,b] y
f(x) > g(x), como se muestra en la figura 15, entonces el drea entre las

curvas estd determinada por:

iL h x

T— ¥ =glx)

Figura 15. Area comprendida entre dos
curoas

b
A= f Fx) — g(x)ldx

Donde a y b son los extremos del intervalo”.

Para determinar el d&rea comprendida entre las curvas, considera lo siguiente:

e Sise conocen los extremos del intervalo, se procede de manera inmediata en la aplicaciéon de
la expresién anterior.

e Si no se conocen los extremos del intervalo, es necesario determinar los puntos de
interseccion de ambas curvas. En este caso se igualan ambas funciones y se resuelve la

ecuacion resultante, es decir: f(x) = g(x).

e Siempre es necesario trazar la gréfica de ambas funciones en el intervalo dado.

Analiza los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 56 Determinar el drea de la region acotada por arriba por f (x) = e*, por abajo por la funcion
g(x) = x y el intervalo [0,1]

Solucién:
flx) = e . . . (g
] Trazando ambas funciones en el intervalo dado, se obtiene la grafica de la
izquierda. Nota que la funcién f(x) > g(x). Por lo tanto, el drea esta definida por

la integral:

glx) ==

1

Resolviendo la integral: ! x2 1
A= f [ x =le¥ ——
0 0
Sustituyendo los limites de integracion: s [ . @ ] [ (0)
Realizando las operaciones indicadas: A=e—-—1=e—15
2
Por lo tanto, el &rea de la region entre las curvas es: A~ 1.218 u?

S RILLRYEN T iicucntra el drea de la region entre las funcionesy = x2y y = x + 6

Solucién

En este caso, no se indica cudl de las funciones es mayor que la otra, es
decir, cual estd arriba y cual abajo; asi como tampoco el intervalo donde
se define el &rea de la region. De acuerdo a las consideraciones anteriores,
procedemos como sigue a continuacion:

Calculando las intersecciones de las

funciones: f(x) = g(x). F=xt6

Resolviendo: x2—x—-6=0

Factorizando x+2)(x—-3)=0

Igualando cada factor con cero vy x+2=0 x—3=0
despejando x: x=-2 X =

Sustituyendo ambos valores en f(x): 37 y=(-2)*=4 y=3)?=9

37 En este caso se utiliz6 la funcién f(x) para encontrar las coordenadas de los puntos de interseccién; sin embargo, también
puede utilizarse g(x) para ello, ya que ambas funciones pasan por los mismos puntos.
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Por lo tanto, las curvas se intersectan en los puntos A(—2,4) y B(3,9), como se muestra en la figura de
arriba; ademas se aprecia que x + 6 = x2. Por tanto, acorde a la integral definida se tiene entonces que

f(x) =x+6yg(x) =x% enelintervalo [— 2,3] y el area de la region esta determinada por:

A= fz[(x +6) — (x2)]dx

3 X2 2313
A= | [(x+6)—(x?)]dx = |5 +6x——
Integrando y desarrollando tenemos: 7 2 3],
'32 33 -2 2 -2 3
Sustituyendo los limites de integracion: A= 5 +6(3) — ?] — [( 2) +6(-2)— ( 3) ]
[ 27 4
Realizando las operaciones indicadas: A= ;+ 18 — ?] - [E —-12 + g]
A= 27] [ 22 _27+22_125
L2 312 3 6

. . . 125
Por lo tanto, el drea comprendida entre las funciones es —u

Ejemplo 58

Determina el area entre las funciones: f(x) = 2x? — 12x + 5y g(x) = 2x — 7

Solucién:

como en el caso anterior, procedemos a determinar sus
intersecciones, puesto que no tenemos los limites de integracién y
cudl funcién es mayor.

Igualando las funciones:
2x*2—12x+5=2x—7

Resolviendo:
2x2—12x+5:2x_7 15 f(w)—2w2—12w+5
2x2 —12x+5-2x+7=0 -
2x2—14x+12=0
Dividiendo entre 2: x2—=7x+6=0
Factorizando x—1Dx—-6)=0
igualando cada factor con cero y despejando x: x ; i ? 0 x ; i z 0
Sustituyendo los valores en g(x): g(1)=-5 ge)=1

72



Cuadernil.lo
Educativo

Por lo tanto, la grafica de ambas funciones pasa por los puntos A(1, —5) y B(6,1), como se muestra en
la figura de arriba. Del grafico se observa que g(x) = f(x) y el area de la regioén est4 acotada por

intervalo [1, 6]. Entonces el valor del 4rea se determina como:

A= f6[(2x —-7)— (2x* —12x + 5)] dx
1

Realizando las operaciones indicadas antes de integrar se tiene que:

6
A= f (—2x2 + 14x — 12)dx
1

923 2 3 6
L 2: + 7x% — 12x]1

Resolviendo la integral: A= [0(~2x% + 14x — 12)dx = [ 3 S

12x]: ==

-2(1)3

3 T 7(1)% —12(1)

Sustituyendo los limites de . -2(6)3
integracion: 3

+7(6)% — 12(6)] - [

Realizando las operaciones 1=l36 —17\1 _ 36 17 125
indicadas: B [( ) - ( 3 )] =36+ 3 3

. . 125
Por lo tanto, el area de la region entre las curvas es —= u?

Ejemplo 59 Hallar el drea limitada por las funciones f(x) = x3 4+ 2x? —x+ 1y g(x) = x; +1

Solucion:
En este caso, tampoco se conocen los puntos de interseccion de

ambas funciones y cudl de ellas es la mayor. Por lo que procedemos
a determinar sus intersecciones igualando las funciones y
resolvemos:

fG) =gx)
x2
x3+2x2—x+1:7+1

Igualando a cero y reduciendo términos:

05

2
X
x3+2x2_7_x+1_120 i 2 15 - s o 05 1

2
B+ _x=0
2
Se factoriza | i6n obtenida: 3x
e ractoriza aexpresmno enida x (xz —_ 1)

Se iguala cada factor con cero: x=0 3x
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Se factoriza el segundo factor y se iguala a cero 24+¥ _1=0
cada nuevo factor: 2 1
(x+2) (x — 5) =

Igualando los nuevos factores con cero y x+2=0 N 1 0
despejando x==2 I
X =z
L 2
Por lo tanto, las funciones se intersectan en los puntos x = =2, x = 0, y x = . Su grafica se muestra en

la figura de arriba.

Para hallar el drea comprendida entre las dos curvas, notamos de la grafica la existencia de dos areas
generadas: la primera se observa en el intervalo [—2,0] y la segunda en [0,0.5]. Asimismo, se aprecia
que f(x) > g(x). La integral asociada al 4rea de toda la regién es:

0.5 X2 0.5 3x2
3 2 — 3
f [(x + 2x —x+1)—(—+1> dx—f (x +——x>dx
. 2 i 2
Especificamente para las dreas contenidas en toda la region es:

0.5 3x 2 0 3x 2 0.5 3x
A=f <x +——x>dx=f <x +——x>dx+f (x +——x>dx
_2 2 _2 2 0 2

Calculando el érea A, en el intervalo [-2,0]:

. 0 3x2 D = x* 3x3 «x 21°

1_-[—2< +7_x> 7 [TJF___ [_+____2
0 (©) o (- 2)4 (- 2)3 (- 2) 16 -8 4
[ —“] [ ; (F+73)

=0-(4—4-2)=0—-(=2)=0+2=

Calculando el area A, en el intervalo [0, 0.5]:

Observa que cuando en la expresion todos los términos tienen la variable x y al sustituirlas por 0,
el resultado es 0, por lo tanto, solo tiene sentido sustituir 0.5.

0.5 , 3x2 x4 3x3  x2 0.5 X2 0.5
A2=j X +T—x dx = —+——— —+———
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0.5)* 0.5)3 0.5)2
= 0.5) +( ) —( ) = (0.015625 + 0.0625 — 0.125)
4 2 2
A, = —0.05 u?

Nota que el resultado es negativo, esto debido a que en el intervalo [0,0.5], en la grafica se puede
observar que g(x) > f(x), por lo tanto, tomamos el valor absoluto del 4rea, es decir:

A, = |—0.05u?| = 0.05 u?
Finalmente, el drea total de la region es:

A=2+0.05~ 2.05 u?

Determina el drea comprendida entre las curvas dadas. Traza la grifica en cada caso.
ACTIVIDAD 14 Usa como recurso de apoyo algiin graficador.

3

8

A f(x)=2-x? B. f(x)=x?+2x+1 C. f(x)=
g(x)zx g(x)=—x+5 g(x)=2x

Esta actividad se evaluara con el Anexo G.

|
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Anexo A. Rabrica para evaluar la capacidad de analisis, clasificacion.

Puntuacién méaxima 20 puntos dividido entre 2 para obtener el total.

Propésitos: Aplica los conceptos de diferenciales.

INSTRUMENTOS DE EVALUACION

Niveles Excelente Bueno . ] o
Criterio @) 3) Satisfactorio (2) | Deficiente (1)
a Evaluar
Demuestra una total Entiende los Indica los Relata la
comprensioén sobre los conceptos basicos de conceptos informacién
conceptos basicos de las las diferenciales, bésicos, sin sin especificar
Comprension del | diferenciales. Enfatizando estableciendo su detallar ideas su
tema la importancia de sus aplicacién, principales. importancia.
formas de aplicacién, interpretacién y
interpretacién y soluciéna | posibles soluciones.
situaciones cotidianas.
Calcula correctamente la Repite los calculos Realiza muchas | Plasma la
derivada y la diferencial para obtener los veces el mismo informacién
Habilidades en | empleando mediante resultados correctos, procedimiento de toma
las actividades | ejemplos. omite informacién al | sin obtener confusa y
momento de resultados errénea.
explicarlo. correctos.
PUNTUACION FINAL PUNTUACION DEL CRITERIO
Anexo B. Lista de cotejo.
Indicadores SI | NO Observaciones

Obtiene los datos necesarios para le resolucién del problema a partir de
la informacién proporcionada.

Aplica la definicién de diferencial para determinar la aproximacién de
la variable.

Convierte las unidades de medida para una adecuada interpretacién del
resultado.

Realiza las operaciones correctamente en el contexto conceptual y de
procesos matematicos.

Realiza célculos de sustitucién para encontrar la aproximacién de la
variable.

Fortalezas:

Aspectos a mejorar:

Conclusiones:
Dos puntos por indicador, para un total de 10 puntos
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Anexo C. Lista de cotejo. Resolucién problemas

Desempeiio a evaluar: Capacidad de solucién de problemas.

. Cumplimiento Ejecucion
No. Indicador
Si No Ponderacion Puntuacion
Entrega en tiempo y forma. 1
Identifica qué técnica debe emplear. 1
3 Limpieza y orden en la resolucién de los 1
ejercicios.
4 Identifica y aplica los procedimientos de forma »
correcta de la integral.
5 | Presenta adecuadamente los procedimientos. 2
6 Resuelve las integrales correctamente y obtiene 3
el resultado general.
Calificacion:
Anexo D. Lista de cotejo. Resoluciéon problemas
Desempeiio a evaluar: Capacidad de solucién de problemas.
Cumplimiento Ejecucion
No. | Indicador Y J
Si No Ponderacion Puntuacién
Entrega en tiempo y forma. 1
Identifica qué técnica debe emplear. 1
» Limpieza y orden en la resolucién de los 1
ejercicios.
3 Identifica y aplica los procedimientos de forma »
correcta de la integral.
4 Presenta adecuadamente los procedimientos. 2
5 Resuelve las integrales correctamente y obtiene 3
el resultado general.
Calificacion:
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Anexo E. Autoevaluacién.
Desempeiio a evaluar: Bloque Il integrales indefinidas.

Acciones Criterios
1 2 3
Analizo los conceptos hasta comprenderlos totalmente.
F Ejecuto los procedimientos planteados en la resoluciéon
orma de
trabajo dfa problemas.. R :
Sigo con atencién las indicaciones del cuadernillo, en la
explicacién de los ejercicios.
Realizo a tiempo las tareas indicadas.
Trabajo Busco apoyo bibliografico extra en las dudas que tengo.
Classroomu | Nanifiesto mis dudas en el momento oportuno.
otro medio Comparto mis experiencias de trabajo con los
comparieros de clase.
Descripcién de valores: 1-Nunca / 2- Regularmente / 3- Siempre /
Anexo F. Lista de cotejo. Resolucion de ejercicios
Nivel de logro
No. Indicador Siempre ' Casi Algunas Nunca
siempre veces
1 Realiza integrales sencillas sin el apoyo de un
formulario.
2 Reconoce el procedimiento necesario para
resolver integrales indefinidas.
Aplica el método de integracién por partes para
3 | resolver integrales que involucran el producto de
funciones.
4 Identifica las funciones en la que se puede aplicar
el método de fracciones parciales.
Aplica el método de fracciones parciales para
5 | resolver integral que involucran el cociente de
polinomios.
Anexo G. Lista de cotejo. Resolucion de ejercicios y problemas
q Cumplimiento Ejecucion
N anilidle Si : No Ponderaci()rll Puntuacion
1 | Entrega en tiempo y forma.
5 Limpieza y orden en la resolucién de los
ejercicios.
3 Identifica y aplica los procedimientos de forma
correcta en la resolucién de los ejercicios.
4 | Presenta resultados correctos.

Calificacion:
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